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Mathematica — podstawowe instrukcje

Streszczenie. W prezentowanych materiatach dydaktycznych przedstawiono podstawowe in-
strukcje programu Mathematica. W szczegblnosci opisano, jak zaczaé prace w srodowisku Mathema-
tica. Przedstawiono wybrane instrukcje dotyczace wektoréw oraz macierzy, rownan i nieréwnosci.
Opisano podstawowe instrukcje z zakresu analizy matematycznej oraz réwnan roézniczkowych.

Stowa kluczowe: Mathematica, CAS, obliczenia symboliczne, obliczenia numeryczne.

Wstep

Mathematica jest programem firmy Wolfram Research, Inc. Jego tworca jest Stephan Wolfram. Wersja
1.0 programu ukazata sie 23 czerwca 1988 r. Zawierala ona 554 instrukcje. W kolejnych wersjach programu
dodawano nowe instrukcje oraz ulepszano istniejace. Wersja 14.0 posiada juz 6602 instrukcje [4]. Obecnie
dystrybuowana jest wersja 14.1. Wytacznym dystrybutorem programéw firmy Wolfram Research, Inc. na
terenie Polski jest firma Gambit (mathematica.pl, gambit.net.pl).

Mathematica jest znakomitym srodowiskiem zaréwno do obliczenn symbolicznych, jak i do opracowy-
wania danych eksperymentalnych, obliczen przyblizonych czy tworzenia grafiki matematycznej. Latwosé
obshugi, intuicyjnos¢ oraz bardzo duze mozliwosci rekomendujg program Mathematica jako doskonale
$rodowisko pracy dla studentéw i ucznidow, jak i pracownikéw naukowych, stosujacych w pracach ba-
dawczych zaawansowany aparat matematyczny [4]. W wielu zastosowaniach istotna bedzie mozliwosé
bezposredniego korzystania z bazy wiedzy Wolfram Knowledgebase utworzonej przez firme Wolfram Re-
search. Mathematica umozliwia obliczenia w chmurze, za posrednictwem przegladarki internetowej, jak
réwniez lokalnie na komputerach.

Wiecej informacji na temat pakietu Mathematica oraz innych produktéw firmy Wolfram Research,
Inc. mozna znalezé na stronie wolfram.com. Mozna tam znalezé m.in. przygotowane przez uzytkownikow
projekty (Wolfram Demonstrations Project), a takze nowe instrukcje (Wolfram Function Repository).

Pierwsza wersja prezentowanych materiatow dydaktycznych powstata wiele lat temu na potrzeby pro-
wadzonych szkoleni. Z biegiem lat materialy byty modyfikowane i poprawiane wraz z rozwojem programu
Mathematica. Materialy byly takze wykorzystane na wykladzie z przedmiotu platformy obliczeniowe
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prowadzonego dla studentéow Wydziatu Matematyki Stosowanej Politechniki Slaskiej. Ostatnie szkolenie
odbyto sie we wrzesniu 2024 roku w ramach projektu ,,F2S Politechnika Slaska uczelnia wspierajaca ka-
dre w drodze do doskonalosci”. Materialy zostaly opracowane w postaci notatnika (plik *.nb) programu
Mathematica. Na dalszych stronach niniejszego pliku zawarty jest wydruk do pliku pdf przygotowanego
notatnika. Dlatego tez styl nastepnych stron troche sie rézni od standardéw czasopisma MINUT. Na
stronie czasopisma oprocz pliku pdf dostepny jest takze plik notatnika (nb). Notatnik moze byé rozpo-
wszechniany zgodnie z licencjag CC BY-NC-SA 4.0. Obliczenia wykonano w wersji 14.1 pakietu. Notatnik
zawiera podstawowe instrukcje, ktére beda dziataé¢ takze we wczesniejszych wersjach pakietu. Przetesto-
wano go takze w wersjach 14.0, 13.2, 12.3, 12.0 oraz 11.3. Réznice pojawiaja si¢ jedynie w wygladzie
graficznym kilku komérek wynikowych (Output).
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I 1. Podstawowe informacje

1.1. Uruchamianie programu

Przy pierwszym uruchomieniu programu Mathematica zobaczymy nastgpujace elementy: belke narzedziowa oraz okno
powitania, w ktorym mozemy wybra¢, czy chcemy otworzy¢ nowy dokument (zwany notatnikiem: Notebook),
istniejacy juz notatnik lub przegladna¢ pomoc pakietu.

Polecenie dla systemu wpisujemy z klawiatury, na koniec naciskajac jednoczes$nie klawisze i lub klawisz
z bocznej klawiatury numeryczne;j.

Po wpisaniu polecenia 2+3 i naci$nigciu klawiszy [sHFT|+[enTer] nasze polecenie zostanie wykonane:

In[1]:=

2+3
Out[1]=

5

Oznaczenia In/numer] oraz Out/numer] wprowadza Mathematica. Aby ulatwi¢ nam pracg¢, numeruje ona nasze
polecenia. Wynik n-tego polecenia mozemy nastgpnie wykorzysta¢ przez podanie jego numeru poprzedzonego znakiem
%.

Pakiet Mathematica sktada si¢ z dwoch programéw: Front end 1 Kernel. Pierwszy z nich to program (interfejs graficzny)
shuzacy do komunikacji migdzy uzytkownikiem a jadrem pakietu (Kernel), ktore wykonuje wszystkie obliczenia.

1.2. Zachowanie i otwieranie dokumentu

Jesli chcemy zachowa¢ wyniki naszej pracy, przed zamknigciem programu wybieramy z menu File opcj¢ Save as lub
Save. Ukaze si¢ wtedy okienko dialogowe (takie samo jak w innych programach windowsowych), w ktéorym mozemy
poda¢ wiasng nazwe dla pliku (ewentualnie wraz ze $ciezka dostgpu), w ktorym chcemy przechowaé¢ wyniki naszej
pracy. Po ponownym uruchomieniu programu zapisana sesj¢ wczytujemy wybierajac z menu File opcje Open lub
wybierajac nazwe notatnika z listy ostatnio otwieranych dokumentéw dostepnej w menu File/Open Recent. Po wybraniu
opcji Open w otwartym okienku dialogowym musimy poda¢ nazwe (i ewentualnie $ciezke dostgpu) pliku, ktory chcemy
otworzy¢.

1.3. Budowa notatnika

Notatnik (dokument programu Mathematica) sktada si¢ z komoérek. Komoérki moga zawieraC: tekst, grafike, formy
wejsciowe (Input) 1 wyjsciowe (Output) oraz inne obiekty. Komorki mozemy taczy¢ w grupy, ktoére moga zawieraé
powiazany z sobg material np. tworzacy rozdzialy, podrozdziaty, czesci obliczen itp.

Komoérki oznaczane sg separatorem - klamra znajdujaca si¢ z prawej strony ekranu.

Na ponizszym rysunku widzimy dokument z trzema komoérkami: komorka zawierajaca nazwe, komorka wejsciowa
1 komoérka wyjsciowa. Z prawej strony umieszczonych jest kilka separatorow komorek.

D. Stota
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Wskazujac kursorem myszy separator komorki lub grupy i jednokrotnie naciskajac lewy jej klawisz, spowodujemy
zaznaczenie danej komorki lub grupy komoérek. Zaznaczenie komorki jest uwidaczniane zmiang wygladu separatora
komorki (niebieski prostokat). Stworzenie grupy komorek spowoduje pojawienie si¢ na ekranie nowego separatora
obejmujacego wszystkie komorki wchodzace w sklad tej grupy. Na naszym ,,ekranie” widzimy trzy komorki, z ktérych
druga i trzecia sa polaczone w grupe, oraz jest utworzona kolejna grupa zawierajaca pierwsza komorke i poprzednia
grupe. Pierwsza grupa jest wynikiem standardowego dziatania programu. Laczy on zawsze w jednag grupg komorke
wejsciowa i odpowiadajaca jej komoérke wyjsciowa. Tworzac grupe komodrek, mozemy na poczatku napisa¢ nazwe
1 komorke z nig przeksztatci¢ na komoérke typu Title, Section, itd. (aby to wykonaé, korzystamy z podmenu Style
w menu Format lub z rozwijalnej listy umieszczonej na belce narzedziowej, ktora wlaczamy opcja Toolbar/Formatting
z menu Window). Okre$lenie typu komodrki powoduje, ze zawarty w niej tekst zostanie wypisany w odpowiedniej
postaci (kréj i rozmiar czcionki, oznaczniki). Na poprzednim rysunku widzieliSmy komorke typu Section (pierwsza
komorka). Kwadraty z lewej strony komorek to wspomniane wezeéniej oznaczniki wprowadzane przez program.

Aby zaznaczy¢ wigksza liczbe komoérek, za pomoca myszy zaznaczamy jedng komoérke, nastgpnie przytrzymujac jej
lewy klawisz, przechodzimy kursorem do nastgpnego separatora.

Jesli chcemy utworzy¢ grupe komorek, to zaznaczamy je wszystkie, a nastgpnie laczymy je za pomoca polecenia Group
Cells/Group Together (dostgpnego po wybraniu z menu Cell/Grouping). Aby dokument zajmowal mniej miejsca na
ekranie, mozemy poszczegoélne grupy zamykac. Po zamknigciu, z catej grupy komodrek na ekranie bedzie widoczna
tylko komorka pierwsza.

B untitled-1 * M=l E3
FY

m Pierwsze obliczenia ]ﬂ
-
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W celu zamknigcia lub otwarcia grupy musimy kursor myszy ustawi¢ nad separatorem grupy (kursor przeksztatci sig
wtedy w strzatke) 1 dwukrotnie nacisna¢ jej lewy klawisz.

1.4. Wykorzystanie palet

Palety umozliwiaja szybkie umieszczanie we wlasnych notatnikach instrukcji, symboli operacji matematycznych,
stalych matematycznych, liter alfabetu greckiego, itp. Przy pierwszym uruchomieniu programu automatycznie zostaje
otwarta jedna paleta Basic Math Input.

Na poczatku kazdej nastepnej sesji sa otwierane te palety, ktore byty otwarte podczas zamykania poprzedniej sesji.

W celu wstawienia instrukcji z palety do notatnika, najpierw umieszczamy kursor w miejscu, gdzie ma si¢ pojawic
nowa instrukcja lub symbol, klikamy w tym miejscu (pojawi si¢ kursor tekstowy w postaci pionowej kreski), a nastgpnie
klikamy odpowiedni przycisk na palecie.
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W miejsce kursora tekstowego zostanie wstawiona wybrana instrukcja Iub symbol, a sam kursor zostanie przesunig¢ty na
koniec (je$li wstawialiSmy symbol) lub ustawiony w miejscu przeznaczonym na uzupetnianie instrukcji (czarny
kwadrat).

Va |

Instrukcje zawarte w paletach posiadaja jedno lub wigcej miejsc, ktére nalezy przed ich wykonaniem uzupetni¢. Miejsca
te sa oznaczone kwadratami (m, 0), jeden kwadrat jest czarny, pozostate (jesli wystepuja) puste. Czarny kwadrat oznacza
miejsce, w ktorym ustawiony zostanie kursor po wezytaniu instrukcji do notatnika. Po uzupehieniu instrukeji (migdzy
miejscami do wpisywania danych mozemy poruszaé¢ si¢, wykorzystujac klawisz tabulacji lub mysz) mozemy wydac¢
polecenie obliczenia wpisanego wyrazenia.

3
Inf1]= ¥V 27 ]
Out[1]= 3 i

Dzigki paletom mamy mozliwos¢ wykonania w jednej linii czg$ci operacji (m.in. algebraicznych). Zilustrujmy to na
przyktadzie. Otworzmy najpierw palet¢ z instrukcjami algebraicznymi (z menu Palettes wybieramy opcje Other,
a nastepnie palete Algebraic Manipulation). Przypusémy, ze chcemy czg§¢ wyrazenia zapisa¢ w postaci iloczynowe;j.
W tym celu musimy zaznaczy¢ interesujacy nas fragment wyrazenia.

- TR

Nastepnie w otwartej palecie klikna¢ przycisk z instrukcja Factor.

Expand [m]

Factor [m]
Together (m)
Po tej operacji wyrazenie jest obliczane i w miejsce pierwotnego wyrazenia jest podstawiany wynik obliczen. Nie
pojawia si¢ w tym przypadku nowa komorka wyjsciowa (Out[]).

(1+x) (2 + x) ]

1.5. Postugiwanie sie systemem pomocy

Program Mathematica wyposazony jest w dwa rodzaje pomocy. Pierwszy jest wbudowany w jadro programu, natomiast
drugi jest dostepny w wersji okienkowej. W pierwszym z tych dwoch rodzajow pomocy informacje o interesujacych nas
instrukcjach mozemy uzyska¢ w nastepujacy sposob:

? instrukcja informacje o instrukcji;
?? instrukcja rozszerzone informacje o instrukcji;
? "abcx" informacje o instrukcjach zaczynajacych sie od ciagu liter abc.

Sprawdzmy informacje dotyczace instrukcji Plot.
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In[2]:=
?Plot

Out[2]=
Symbol
Plot[f, {x, Xmin: Xmax}] generates a plot of f as a function of x from x,,;, 10 Xx.
Plotl{f1, f2, .-}, {*, Xmin: Xmax}] plots several functions f;.
Plot[{..., w[f], ...}, ...] plots f; with features defined by the symbolic wrapper w.

Plot[..., {x} € reg] takes the variable x to be in the geometric region reg.

v

Zobaczmy jeszcze, jakie instrukcje zaczynaja si¢ od ciagu Abs (musimy pamieta¢, ze w programie Mathematica

rozrézniane s3 duze i mate litery).

In[3]:=
?"Abs "
out[3]=
v System”

Abs AbsoluteCorrelationFunction AbsolutePointSize
AbsArg AbsoluteCurrentValue AbsoluteThickness
AbsArgPlot AbsoluteDashing AbsoluteTime
Absolute AbsoluteFileName AbsoluteTiming
AbsoluteCorrelation AbsoluteOptions

Klikajac mysza na dowolng z wypisanych nazw, wyswietlone zostang informacje dotyczace wybranej instrukcji.

Drugi ze wspomnianych systemow pomocy jest dostepny z menu Help lub poprzez nacisniecie klawisza F1 (gdy kursor
jest miedzy komorkami). Otworzy si¢ wtedy okno, w ktorym mozemy przeglada¢ dokumentacj¢ programu lub wpisaé
interesujaca nas instrukcj¢. Po wybraniu interesujacej nas instrukcji, w dolnej czesci zostang wyswietlony odnos$niki do
stron dotyczacych wpisanego polecenia.

Jesli chcemy uzyska¢ informacje na temat instrukcji, ktora mamy wpisang w notatniku, mozemy zaznaczy¢ ja i nacisnac
klawisz F1, otworzy si¢ wtedy okno pomocy z interesujacym nas opisem. To samo okno si¢ otworzy, gdy klikniemy na

znaku w opisie uzyskiwanym z jadra programu.

1.6. Przerywanie obliczen
Aktualnie wykonywane obliczenia mozemy przerwaé, wybierajac opcj¢ Abort Evaluation z menu Evaluation lub
jednoczesnie naciskajac klawisze [AT] i kropke ([AT]+.).

I 2. Pierwsze obliczenia

Podstawowe dziatania i relacje sa w programie Mathematica zapisywane tak jak w matematyce. A zatem, do zapisania

nn

dodawania i odejmowania uzywamy symboli "+" oraz "-", mnozenia "*" lub odstepu (spacji). Do zapisania dzielenia

uzyjemy uko$nika "/" albo gotowego szablonu z palety Basic Math Input - i Potggowanie zapisujemy uzywajac
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szablonu o albo symbolu "*". Kolejno§¢ wykonywania dziatan jest tez taka, jaka przyjmuje matematyka. Jezeli
priorytety dziatan nie okreslaja jednoznacznie wyniku, wyrazenie obliczane jest zgodnie z ogdlnie przyjeta zasada od
lewej do prawej. Do zmiany kolejnosci wykonywania dziatan stuza nawiasy (wylacznie!) okragte "(" i ")". Nawiasy te
moga by¢ zagniezdzone jedne w drugich.

Uwaga. Po zapisaniu wyrazenia przeznaczonego do obliczenia nie piszemy "=", lecz naciskamy klawisze [SHFT]+[EnTer] Tub

enteR] na bocznej klawiaturze numeryczne;.

A oto przyktady obliczania wyrazen liczbowych:

In[4]:=

(2+1) %5
Out[4]=

15
In[5]:=

1+33

23

Out[5]=

28

23
In[6]:=

16/ 4 x3 x522 (* Uwaga: Tu mnozenie zaznaczone jest spacja! «)
Out[6]=

300

W ostatnim przyktadzie zostat uzyty komentarz. Jest to dowolny ciag znakéw umieszczony pomiedzy dwuznakami "(*"
oraz "*)". Mathematica go ignoruje, a shuzy on do umieszczania réznorakich wyjasnien.

Mozemy odwotywaé si¢ do ostatnio uzyskanego wyniku za pomoca operatora %, albo za pomoca %nr do wyniku
uzyskanego w komorce wyjsciowej o numerze nr (Out[nr]).

Dodamy do ostatniego wyniku (300) wynik piaty (%) oraz liczbg 4:

In[7]:=
% + %5 + 4
Oout[7]=
7020
23
In[8]:=
Out[6] +Out[5] +4
Out[8]=
7020
23

W wyrazeniach mozemy uzywa¢ funkcji. Ich nazwy piszemy z duzej litery, argumenty umieszczamy w nawiasach
kwadratowych:

Sin[x] oblicza sinus kata o mierze tukowej x;
Cos [x] oblicza cosinus kata o mierze lukowej x;
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Tan [x]
Cot [x]
Logla, x]
Abs [x]
n!
N[wyr]

N[wyr,n]

oblicza tangens kata o mierze tukowej X;
oblicza cotangens kata o mierze tukowej x;
oblicza logarytm o podstawie a z liczby x;
podaje wartos¢ bezwzgledna liczby x;
liczy n!;

podaje warto$¢ numeryczng wyrazenia wyr;

z domyslnie okreslong doktadnoscia;
podaje warto$¢ numeryczng wyrazenia wyr;
z doktadnoscia do n cyfr znaczacych.

Policzmy cos ’—; oraz sin r:

In[9]:=
JT
Cos[—]
6
Out[9]=
3
2
In[10]:=
Sin[Pi]
Out[10]=
0

Uwaga. Liczbe n uzyskujemy, uzywajac jej symbolu z palety Basic Math Input albo piszac Pi. W przypadku liczby

Eulera (podstawy logarytmu naturalnego) réwniez mozemy postuzy¢ si¢ symbolem z palety (e) albo napisa¢ E. Liczby

te mozemy rowniez wstawi¢ do notatnika naciskajac kolejno klawisze [est) pi | dla liczby n oraz [t ee [t dla liczby

Eulera e ([est) oznacza klawisz Escape).

Mathematica "stara si¢" podawac¢ wartos$ci doktadne.

Przyktad podawania doktadnego wyniku:

In[11]:=
Sin[1]
Out[11]=
Sin[1]

Odczytajmy warto§¢ numeryczng sin 1, z domys§lnie ustalona doktadnoscia:

In[12]:=

N[Sin[1]]

Oout[12]=
0.841471

Doktadno$¢ wyniku mozemy zmieniac:
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In[13]:=
N[10Sin[1],400]

Out[13]=
8.41470984807896506652502321630298999622563060798371065672751709991910404391239668948639".

7435430526958543490379079206742932591189209918988811934103277292124094807919558267666".
0699990776401197840878273256634748480287029865615701796245539489357292467012708648628".
1053382030561377218203868449667761674266239013382753397956764255565477963989764824328".
6902756964291206300583036515230312782552898532648513981935

In[14]:=
Sin[1.°100]

Out[14]=
0.84147098480789650665250232163029899962256306079837106567275170999191040439123966894863".

97435430526959

Jak widzimy, separatorem czgsci dziesigtnej jest w tym programie kropka, a nie przecinek.
Oproécz liczb mozemy uzywaé zmiennych. Bardzo utatwia to obliczenia. Zmienng powolujemy do istnienia, nazywajac
ja. Okreslenie typu zmiennej nastgpuje w momencie przypisania jej wartosci.

Powotajmy do istnienia zmienng o nazwie a:

In[15]:=

Out[15]=
a

Zapytamy teraz o podstawowa informacje o tej zmienne;j:

In[16]:=
?a
Out[16]=

Symbol
Global'a

Full Name Global'a

A

A teraz utworzmy zmienna b i przypiszmy jej warto$¢ 5:
In[17]:=
b=5

Out[17]=
5
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In[18]:=
?b
Out[18]=
Symbol
Global'b
Assignment
b=5
Full Name Global'b
~
In[19]:=
b+5
Out[19]=
10

Przypisywanie warto$ci zmiennej i usuwanie przypisania mozemy wykona¢ nastgpujaco:

x = wart przypisanie zmiennej x wartosci wart;
x =. alboClear [x] usunigcie przypisania.

Zajmiemy si¢ teraz zapisywaniem relacji. Mathematica oprocz wartosci liczbowych moze postugiwaé si¢ migdzy
innymi warto$ciami logicznymi (Boolean): True (prawda) oraz False (falsz).

X ==y X jest réwne y;

x != yalbox # y X jest rozne od y;

X >y x wigksze od y;

x <y x mniejsze od y;

x >= yalbox > y x wigksze badz rowne y;
x <= yalbox = y X mniejsze badz rowne y.

Poréwnajmy dwie wielkoSci:

In[20]:=

out[20]=
False
Jesli warto$¢ logiczna wyrazenia nie jest okreslona, w komoérce wyj$ciowej wyrazenie to zostanie ponownie wypisane:

In[21]:=

a>3
Out[21]=

a>3

W powyzszym przyktadzie uzyliSmy zmiennej a, ktorej nie przypisano zadnej wartosci.

Mathematica moze operowaé rowniez na symbolach. Usufimy warto$¢ przypisang zmienne;j b i policzmy (a + b)*:
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In[22]:=
b=.

Sprawdzamy, czy warto§¢ przypisana zmiennej b zostala usunigta i wykonujemy rachunki:

In[23]:=
?b
Out[23]=
Symbol
Global'b
Full Name Global'b
~
In[24]:=
(a+h)?
Out[24]=
(a+b)?

Uzyjemy funkcji Expand do rozwinigcia otrzymanego wyniku:

In[25]:=
ww = Expand [%]
out[25]=
a+3a’b+3ab?+bd

Jesli mamy jakie§ wyrazenie zapisane symbolicznie, mozemy tatwo zastapi¢ ktorykolwiek z parametrow liczba albo
innym wyrazeniem.

wyr /. a > wart zastapienie parametru a w wyrazeniu wyr przez wart;

ReplaceAll [wyr, {a > wart}] zastapienie parametru a w wyrazeniu wyr przez wart;
wyr /. {a > wartl, b > wart2} zastapienie aoraz b przez wartl oraz wart2;
ReplaceAll [wyr, {a » wartl, b > wart2}] zastagpienie a oraz b przez wartl oraz wart2.

W ostatnim wyrazeniu podstawmy 3 za a:

In[26]:=
ww /.a=3
Out[26]=
27+27b+9b%+b?
In[27]:=
% /.{b>y}
out[27]=

27+27y+9y> +y3

Teraz zastapimy a przez p — g, natomiast b przez 2 p + g:
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In[28]:=
ww /. {a-»p-q,b>2p+q}
out[28]=
(P-a)°+3(p-q)? (2p+q) +3 (p-q) (2p+q)*+ (2p+q)°
Uprosémy otrzymany wynik:
In[29]:=
Simplify [%]
out[29]=

27p°

Do podstawien mozemy wykorzysta¢ takze instrukcje ReplaceAll.
In[30]:=
ReplaceAll[ww, {a—> 23, b -4}]

out[30]=
6859

Do przeksztatcania wyrazen shuza m.in. nastepujace instrukcje:

Expand[wyr] rozwija wyrazenie wyr;
Simplify[wyr] sprowadza wyrazenie wyr do prostszej postaci;
FullSimplify[wyr] sprowadzawyrazenie wyr do prostszejpostaci.

Uwaga. Wprowadzane instrukcje mozemy konczy¢ $rednikiem. Wowczas uzyskany wynik nie bedzie wypisany na
ekranie. Srednik moze shuzy¢ takze jako separator instrukcji w obrebie jednej komorki.

I 3. Wektory i macierze

In[31]:=
Clear["Global™ *"]

3.1. Wektory

Jezeli mamy do czynienia z obiektem zlozonym, mozemy proébowa¢ go przedstawi¢ za pomoca listy. Lista to
uporzadkowany zbidr elementdéw, niekoniecznie tego samego typu. List¢ mozemy utworzy¢, wymieniajac jej elementy
1 ograniczajac ja nawiasami "{" oraz "}". Elementy listy oddzielamy przecinkami. Listy stuza tez do reprezentowania
wektoro6w 1 macierzy.

(Wi, Wy, W5} wektor [ wy, wy, w, |;
w[i] odwotanie sie do i - tej wspotrzednej wektora w;
WHV, W-V suma oraz roéznica wektorow w orazv;
oaxwlubaw iloczyn wektoraw przezliczbe a;
w.v lub Dot[w, V] iloczyn skalarny wektorow w i v;
Cross[w, V] iloczyn wektorowy podanych wektoréw.

Zdefiniujmy wektor przestrzeni tréjwymiarowe;.
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In[32]:=

u={xy,z}
out[32]=

{x,y,z}

Wybierzmy druga wspoétrzgdna tego wektora:

In[33]:=
u 2]
Out[33]=

y

Wektory mozemy dodawac¢ oraz mnozy¢ przez skalar. Jesli do wektora bedziemy dodawac niezdefiniowana wcze$niej
zmienng q, to Mathematica potraktuje ja jako wektor, ktorego kazda wspoétrzedna jest rowna q.

In[34]:=
pxu+gq

out[34]=
{a+px,q+py,q+pz}

Iloczyn skalarny wektorow oznaczamy kropka (taka sama jak na koncu zdania). Mozemy go takze policzy¢,

wykorzystujac instrukcje Dot.

In[35]:=
{x,y}.{p,q}
Out[35]=
pPx+qy
In[36]:=
Dot[{x,y}, {p,q}]
Out[36]=

px+qy
Mozemy takze wyznacza¢ iloczyn wektorowy.

In[37]:=
Cross[{a,b,c}, {x,y,2}1]
out[37]=
{-cy+bz,cx-az,-bx+ay}

Kilka dodatkowych instrukcji dziatajacych na wektorach.

UnitVector [k] tworzy wektor jednostkowy w k — tym kierunku
w przestrzeni dwuwymiarowej (k e {1,2});

UnitVector[n, k] toworzy wektor jednostkowy w k — tym kierunku

w przestrzeni n - wymiarowej (ke {1,2, ..,n});
VectorQ[w] sprawdza, czy podana zmienna jest wektorem;
Norm[w] liczy norme euklidesowa wektora w;
Norm[w, p] liczy p - norme wektora w,

gdziep 2 1lubp = w (Infinity);
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VectorAngle[w, V] podaje kat pomiedzy wektorami wii v;
Projection[w, v] podaje rzut wektora w w kierunku wektora v;
Normalize [w] podaje unormowanie wektora w
. w
czyli wektor ;
wl |
Orthogonalize[{wy, wp, ..., w,}] podajebazeortonormalna uzyskana

poprzez ortogonalizacje podanych wektoréw.

Okre$lmy dwa wektory jednostkowe.

In[38]:=

UnitVector[1]
Out[38]=

{1,0}
In[39]:=

UnitVector[5, 3]
Out[39]=

{0,0,1,0,0}

Jesli chcemy sprawdzi¢, czy zmienna jest wektorem, mozemy uzy¢ instrukcji VectorQ.

In[40]:=

VectorQ[{1,3,7}]
Out[40]=

True
In[41]:=

VectorQ[ {1, {3},7}]
out[41]=

False

Instrukcja Norm wywotana z jednym argumentem (w = (wj, W, ..., W,) ) oblicza norm¢ wedlug zaleznos$ci

[|w|l = \/w.W, natomiast z dwoma argumentami liczy p-normg, dla pe[1,c0) ze wzoru:

n l/p
Iwll, =(Z |wz~|"] ,
i=1
natomiast dla p = co ze wzoru:

IWwlle=max{|w;|:i=1,2, .., n}.

Zdefiniujmy wektor i policzmy kilka jego norm.

In[42]:=

V= {11 51 _11 3};
In[43]:=

Norm|[v]
Out[43]=

6
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In[44]:=
Norm|[v, 2]

out[44]=
6

In[45]:=
Norm|[v, 5]

Out[45]=
3370%/°

In[46]:=
Norm [v, Infinity ]

out[46]=
5

Zdefiniujmy teraz trzy wektory.

In[47]:=
pl={2,3,1};
p2= (3,2 -1};
p3={-2,1,2};

Znajdzmy bazg ortonormalng generowang przez te wektory.

In[50]:=
{el, e2,e3} = Orthogonalize[ {p1, p2,p3}]

Out[50]=

2 3 1 2 1 5 1 1 1
i ?ﬁ’ﬁ}’{z z"ﬁ"ﬁ}’{‘ﬁg"g}}

Sprawdzmy prostopadto$¢ otrzymanych wektorow.

In[51]:=
{VectorAngle[el, e2], VectorAngle[e2, e3], VectorAngle[e3,el] }
Out[51]=
T JT 2 3 1
{—,—,ArcCos[— e ——]}
2 2 21 14 a7
In[52]:=
Simplify [ %]
Out[52]=

T
73]
Policzmy jeszcze normy tych wektorow.
In[53]:=
{Norm[el],Norm[e2],Norm[e3]}

out[53]=
{1,1,1}
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3.2. Macierze

In[54]:=
Clear["Global ™ *"]

Podobnie jak wektory, macierze sa szczegolnymi przypadkami list. Macierz mozemy traktowac¢ jako wektor, ktoérego
elementami sa wektory o tej samej liczbie wspotrzgdnych.

{{a11, a2}, {az1, az2}}

macierz o wierszach (aij, an) i (a1, a2);

afi, 3] odwotanie sie do elementu stojgcego w i - tym wierszu oraz j - tej kolumnie macierzy a;

a.b lub Dot[a, b]
a+b, a-b
axalubaa

Dimensions[a]

MatrixForm[a]

Zdefiniujmy macierz a oraz wektor v:

In[55]:=

iloczyn macierzowy macierzy ai b;
suma oraz réznica macierzy lub wektoréw a oraz b;
iloczyn macierzy albo wektora a przez liczbe a;
podaje wymiary macierzy;
wypisanie macierzy w tradycyjny sposob.

a={{1,0,3}, {451}, {7,8,4}};

v= {02, -11};
Wypiszmy je w tradycyjny sposob:

In[57]:=
MatrixForm[a]
Out[57]//MatrixForm=
103
4 51
7 8 4

In[58]:=
MatrixForm [v]
Out[58]//MatrixForm=
0.2
-1
1

Wypiszmy element a3, macierzy a:

In[59]:=

a3, 1]
Out[59]=

7

Poszczegoblne elementy macierzy mozemy wykorzystywac¢ do réznych obliczen.

In[60]:=
al3,2[+3

Out[60]=
11

A takze zmienia¢ ich warto$ci:
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In[61]:=

al1, 2l =-4
Out[61]=

-4

Obliczmy iloczyn a v'. Mathematica sama domysli sig, Ze nalezy wektor v transponowag:

In[62]:=

a.v
Oout[62]=

(7.2, -3.2,-2.6)
In[63]:=

MatrixForm [% ]
Out[63]//MatrixForm=
7.2
-3.2
-2.6

Do definiowania macierzy, wektoréw oraz ogolniej list mozemy wykorzystywac instrukcje Table.

Table[wzér, {licznik, start, koniec, krok}] tworzy liste, obliczajac jej elementy zgodnie
z zadanym wzorem, wykorzystujac licznik
zmieniajacy sie od wartosci start do wartosci

koniec zzadanym krokiem.

W instrukeji Table mozna podac¢ kilka licznikow. Utworzymy wowczas liste, ktorej elementami bgda inne listy.

Utworzmy wektor ztozony z liczb parzystych mniejszych od dwudziestu:
In[64]:=
Table[i, {i,2,19,2}]
out[64]=
{2,4,6,8,10,12, 14, 16, 18}

Jesli krok zmiany licznika ma by¢ réwny jeden, to mozemy go pominac:

In[65]:=

Table[i, {i, 1,10} ]
Out[65]=

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Jesli chcemy utworzy¢ macierz, musimy w instrukcji Table doda¢ drugi licznik. Pierwszy licznik bedzie odpowiadal za

wiersze macierzy, a drugi za kolumny macierzy.
In[66]:=
b=Table[i+], {i,1,3},{],4,8,2}]
out[66]=
{{5,7,9},{6,8,10}, {7,9,11}}
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In[67]:=

MatrixForm [b]
Out[67]//MatrixForm=

57 9

6 8 10

79 11

W tym przypadku licznik i przyjmuje trzy wartosci (1,2,3), dlatego macierz ma trzy wiersze. Takze licznik j przyjmuje

trzy wartosci (4,6,8), tym samym utworzona macierz ma trzy kolumny.

Mozemy takze okre§la¢ macierze prostokatne.

In[68]:=

b =Table[i+], {i,0,3},{],4,8,2}]
Out[68]=

{{4,6,8}, {57,9},{6,8,10}, {7,9,11} }
In[69]:=

MatrixForm [b]
Out[69]//MatrixForm=
4 6 8
579
6 8 10
79 11

Wymiary macierzy mozemy odczyta¢ instrukcja Dimensions (pierwsza liczba w wyniku, podaje liczbe wierszy,

a druga liczbg kolumn).

In[70]:=
Dimensions[b]

out[70]=
{4,3}

Kolejne instrukcje dziatajace na macierzach to:

Det [a] liczy wyznacznik macierzy;
Tr[a] liczy $lad macierzy;
MatrixRank[a] liczy rzad macierzy;
Inverse[a] znajduje macierz odwrotna;
Transpose [a] podaje macierz transponowang;
Minors[a] podaje liste zawierajaca wszystkie

minory gtéwne podanej macierzy;
Minors[a, n] podaje liste zawierajaca wszystkie

minory stopnia n podanej macierzy;

IdentityMatrix[n] podaje macierz jednostkowa wymiaru nxn ;
DiagonalMatrix[{di, ..., dn}] podaje macierz diagonalna;
MatrixQ[a] sprawdza, czy argument jest macierza;

PositiveDefiniteMatrixQ[a] sprawdza, czy macierz jest dodatnio okreslona.

Okre$lmy nowa macierz b i dodajmy do niej macierz @ pomnozona przez s, oznaczajac wynik przez c:
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In[71]:=

Clear[b,c,s];

b={{1,05,3},{0,1,0},{-1,2,0}};

c=b+sa;
In[74]:=

MatrixForm[c]

Out[74]//MatrixForm=
1+4s 05-4s 3+3s

4s 1+5s S
-1+7s 2+8s 45

Policzmy jeszcze wyznacznik macierzy c:
In[75]:=
Det[c]

Out[75]=
3+22.55+22.55%2+3953

Sprawdzmy, ile jest rowny wyznacznik macierzy a.

In[76]:=

Det[a]
out[76]=

39

Macierz a jest nieosobliwa, mozemy wiec wyznaczy¢ macierz odwrotng do niej.

In[77]:=
al =Inverse[a]
Oout[77]=

{{4 40 19}{ 317 11}{ 1 12 7}}
137397 3907l 137 397394l 137 13713
Sprawdzmy poprawno$¢ obliczen.

In[78]:=

al.a == IdentityMatrix[3] == a.al
Oout[78]=

True

Transponujmy macierz a.

In[79]:=
Transpose[a]

Out[79]=
{{1:4’7}: {_4:5’8}’ {3’ 1’4}}

Policzmy jej §lad:
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In[80]:=

Tr[a]
Out[80]=

10

oraz sprawdzmy, czy macierz ta jest dodatnio okreslona:

In[81]:=

PositiveDefiniteMatrixQ[a]
out[81]=

False

MatrixPlot [a] rysujeobrazgraficzny macierzy.

Zilustrujmy graficznie okre§lona wcze$niej macierz a.

In[82]:=
MatrixPlot[ a, ImageSize -» 200 ]

out[82]=

Opcja ImageSize pozwala okresla¢ wielko$¢ rysunku. Mozna ja stosowaé w réznych instrukcjach graficznych.

Jeszcze jeden przyktad.

In[83]:=
aa =Table[If[PrimeQ[i+]j],i+j,0], {i, 1,100}, {j, 1,100} ];
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In[84]:=
MatrixPlot [ aa, ImageSize » 200]
out[84]=
1 20 40 60 80 100
1F : : r y 71
20+ 120
40+ {40
60 F {60
80}
100 | :
1 20 40 60 80
In[85]:=
MatrixPlot [ aa, ColorFunction - "Monochrome", ImageSize » 200]
out[85]=

20 40 60 80 100
T T T 1

120
#140

160

80} " 4 - 80
100 L2 . : -ﬁﬂﬁ.-

1 20 40 60 80 100

3.3. Wartosci i wektory wlasne macierzy
In[86]:=
Clear["Global™ %"]

W pakiecie Mathematica mozemy takze wyznacza¢ wartosci i wektory wlasne macierzy.

CharacteristicPolynomial[a, x] podaje wielomian charakterystyczny

(ze zmienna niezalezng x) macierzy a;

Eigenvalues[a] wyznacza wartosci wtasne macierzy a;
Eigenvectors[a] wyznacza wektory wtasne macierzy a;
Eigensystem[a] podaje liste zawierajgca wartosci

i wektory wtasne macierzy a.

Zdefiniujmy macierz i wyznaczmy jej wielomian charakterystyczny.

In[87]:=
a= {{1101 _1}1 {01 112}1 {11 11 _1}};
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In[88]:=
wiel = CharacteristicPolynomial [a, x]

out[8s]=
2+2x+x2-x3

Znajdzmy pierwiastki otrzymanego wielomianu, czyli warto$ci wlasne macierzy a.

In[89]:=
Solve [wiel == 0, x]
Oout[89]=

(1511, fx - 2}, o 2]

Teraz wyznaczmy te same warto$ci instrukcjg Eigenvalues.

In[90]:=
Eigenvalues[a]
Oout[90]=

(7. .1)

Wektory wlasne tej samej macierzy.

In[91]:=
Eigenvectors[a]

Out[91]=

1 2 1 5
e v AN v & AR

Do tej samej macierzy zastosujemy teraz instrukcje Eigensystem. Wynikiem dziatania instrukcji Eigensystem jest lista
{w, v}, gdzie w jest lista zawierajaca obliczone warto$ci wlasne, a v jest lista zawierajaca wektory wilasne.
In[92]:=
Eigensystem[a]

out[92]=

1 2 1 2
(L (g M g )

JordanDecomposition[a] rozktad Jordana macierzy.

Instrukcja ta podaje liste {c, j}, ktorej elementami sg: macierz j bedaca postacia Jordana podanej macierzy a oraz
macierz ¢ bedaca macierzg przejécia z bazy standardowej do bazy Jordana. Zachodzi wtedy wzér a=cjc !
Poszukajmy macierzy Jordana dla podanej ponizej macierzy a.

In[93]:=

a= {{11 01 _1}1 {01 11 1}1 {11 11 _1}};
In[94]:=

{c,j} = JordanDecomposition[a]
out[94]=

{{{l,—l,Z}, {_l’ 1’0}’ {2’0’1}}’ {{_1’0’0}’ {0’ l’l}’ {0’0’1}}}
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In[95]:=
j I I MatrixForm

Out[95]//MatrixForm=

-1 00
0 11
0 01

In[96]:=
c / | MatrixForm

Out[96]//MatrixForm=

1 -12

-1 1 0

2 01
In[97]:=

a==c.j.Inverse[c]
0out[97]=

True

I 4. Réwnania i nierownosci

4.1. Zapis rownania i jego rozwigzanie

In[98]:=
Clear["Global ™ *"]

4.1.1. Zapis rownania
W programie Mathematica rbwnanie postaci 2x+5=0 zapisujemy nastgpujaco:

In[99]:=
2X+5==
Out[99]=
5+2x==0

Do znalezienia rozwigzania rownania lub uktadu rownan, mozemy wykorzysta¢ instrukcje Solve.

Solve [rdéwnanie, zmiennal] rozwigzuje rownanie wzgledem podanej zmiennej;
Solve[rdéwnanie, zmienna, dziedzina] poszukujerozwiazanw podanejdziedzinie (Reals, Integers, Complexes).
Rozwiazmy poprzednio podane rownanie liniowe.

In[100]:=
roz = Solve[2x +5==0, x]

Out[100]=

{fr--20

4.1.2. Podstawienia

Wiynik, jaki otrzymujemy, jest zapisany w postaci zbioru tzw. regul podstawienia, a interpretowa¢ mozna go w ten

sposob, ze jezeli w rozwigzywanym réwnaniu w miejsce zmiennej x podstawimy ~ » to rownanie bedzie spetnione.
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Dzigki temu zapisowi mozemy fatwo wykorzystywac znalezione rozwigzanie w innych obliczeniach.

wyrazenie /. {zmienna - wartos$c¢} zastepuje w wyrazeniu kazde wystapienie
podanej zmiennejzadana wartoscia;

wyrazenie /. {zl1 > wl, z2>w2, ...} wykonujekilka podstawien jednoczesnie.

Do podstawien mozemy wykorzystywac takze instrukcj¢ ReplaceAll w postaci ReplaceAlllwyrazenie,{zmienna—-
wartos$c}] lub ReplaceAll[wyrazenie,{z1-w1,z2->w2,...}].
Wykonajmy proste podstawienie:
In[101]:=
X+y+34/.{x>6}

out[101]=
40 +y

A teraz dwa podstawienia jednocze$nie.
In[102]:=
X+y+34 /. {x>4,y>-22}

out[102]=
16

Mozemy takze podstawia¢ symbole lub inne wyrazenia.
In[103]:=
x+y==1/.{x>ty-> (s+1)?}

Out[103]=
(1 +s)2 +t==

Sprawdzmy, czy wynik otrzymany przy rozwiagzywaniu rownania, jest poprawny.
In[104]:=
2x+5==0/.roz

Out[104]=
{True}

4.1.3. Wybieranie fragmentu wyrazenia
Poniewaz rozwiazanie zawieratlo podwdjne nawiasy klamrowe (bo jest to zbior regut podstawienia), wiec jedna para
nawias6w pojawita si¢ w ostatnim wyniku. Jesli chcemy pozby¢ si¢ tej pary nawiaséw, musimy wykorzystaé tylko czgs¢
otrzymanego rozwigzania.

wyrazenie,ymer] podaje wybrang cze$¢ wyrazenia;

WYTazenieumeri,numerz, ...7 POdajewybrang czes¢ podwyrazenia danego wyrazenia.

Zobaczmy, z jakich czgsci sklada si¢ nasze rozwigzanie.

In[105]:=
rozpg

Out[105]=
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In[106]:=

rozpj

5
e« Part: Part 2 of {{x - ——}} does not exist.
2

Out[106]=
{x- _g}}m

Mozemy takze pisa¢ nastgpujaco.
In[107]:=
roz[1]

out[107]=

Kazde wyrazenie w programie Mathematica ma budowe grafu rozgateziajacego si¢ w dot (jak korzen). W powyzszym
przyktadzie na pierwszym poziomie wyrazenie sktada si¢ tylko z jednego podwyrazenia (stad komunikat, ze cz¢§¢ druga
danego wyrazenia nie istnieje).

Zobaczmy, z jakich czesci zbudowane jest to podwyrazenie.

In[108]:=
rozj; ij

Out[108]=
5
X —-=
2
In[109]:=
rOZ[[1’2]]

5
e« Part: Part 2 of {x - ——} does not exist.
2

Out[109]=
{{x > -2}}[[1, 2]

Ponownie mamy tylko jedng cze$é. Zobaczmy, co jest na trzecim poziomie.

In[110]:=
rozZp; 111

Out[110]=
X

In[111]:=
rozyy 121

out[111]=
5

2



Mathematica - podstawowe instrukcje 117

In[112]:=

roZj; 131
5
e« Part: Part 3 of x » -— does not exist.

Oout[112]=
{{x-»-g}}l[l, 1,31

Tym razem mamy dwie sktadowe. Przy okazji widzimy, w jaki sposob mozemy uzyska¢ warto$¢ liczbowa naszego
rozwigzania.

Teraz juz wiemy, jak pozby¢ si¢ zbednych nawiasow.

In[113]:=
2x+5==0/.rozpy

Out[113]=
True
In[114]:=
2Xx+5==0/.roz[1]
Out[114]=
True

4.1.4. Rozwiazywanie réwnan (ciag dalszy)

Mozemy rozwiazywac roOwnania z parametrem.

In[115]:=
Solve[a*x +b==c, x]

Out[115]=
-b+c
{feo==1
a

Oczywiscie w takim przypadku sami musimy zastanowi¢ sie, dla jakich warto$ci parametru znalezione rozwigzanie ma

sens (w powyzszym przyktadzie dla a + 0).

W przypadku, gdy rozwiazujemy réwnania wielomianowe wyzszych stopni, Mathematica poda wszystkie rozwigzania
(nawet zespolone), jesli jest w stanie je znalez¢. Dla rownan do rzgdu czwartego wlacznie istnieja wzory na pierwiastki
tych réwnan, natomiast dla rownan wyzszych stopni takich ogdlnych wzoréw juz nie ma i stad si¢ biora problemy
z rozwigzywaniem takich rownan.

Rozwiazmy réwnanie kwadratowe.

In[116]:=
Solve[3x"A2 +x=-2==0, x]

Out[116]=
{{H_”,{Hg}}

Rozwigzmy réwnanie czwartego stopnia.
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In[117]:=
Solve[x* +x* = 5x% + x - 6==0, x|

Oout[117]=
{{x=>-3},{x>-1i},{x>10}, {x>2}}

Jesli interesuja nas tylko pierwiastki rzeczywiste, mozemy ograniczy¢ rozwiazanie do liczb rzeczywistych.
In[118]:=
Solve[x* +x* - 5x* + x - 6 == 0, x, Reals]|

Out[118]=
{{x>-3}, {x>2}}

In[119]:=
Solve[x* +x* - 5x* + x - 6 == 0, x € Reals]|

Out[119]=
{{x>-3}, {x>2}}

Jesli Mathematica nie potrafi poda¢ doktadnego rozwiazania réwnania wielomianowego, lub jego postac jest ztozona,
otrzymamy wynik w ponizszej postaci.
In[120]:=
Solve[x? = x* +1=20, x|

Out[120]=

{{x > %© -0.755... }, {x > 3© 0.877...-0.745... i }, {x—> *© 0.877... +0.745... i }}

W przypadku wielomianu stopnia trzeciego mozemy wypisa¢ pierwiastki korzystajac z opcji Cubics.

In[121]:=
Solve[x? - x*> + 1220, x, Cubics » True]

out[121]=

(3] [ﬁ] (3 las-a98)) "]

(o2 o2 (1ed 32 fas-3 4] s LA CHI

1
3 6 2 3 22/3(25_3@)1/3

{“E*%(l-i@)( (25-3«/@))1/3+ 1ei {3 3

1
3 2 3 22/3(25_3 @)1’3

W przypadku wielomianéw stopnia czwartego, mozemy wykorzysta¢ opcj¢ Quartics. Mozemy takze szukac
numerycznie przyblizonej warto$ci pierwiastka réwnania (co opiszemy w jednym z nastgpnych podrozdziatow).

Rozwiazmy réwnanie trygonometryczne.
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In[122]:=
Solve[Sin[2x] ==Sin[x], x]

out[122]=

T
{{x—> 2re, if c,ez },{x—> -—+2me; if crez },
3

T
{x—> —+2me,; if ez },{x—> m+2me, if ciez }}
3

Mozemy takze wykorzysta¢ instrukcj¢ Reduce.

In[123]:=
Reduce[Sin[2x] ==Sin[x], x]
Out[123]=

T JT
clez&&(x==2ncl | | X===—+2mcCy || X==—+27TCy | |x==rr+2rrcl)
3 3

Moze si¢ zdarzy¢, ze Mathematica nie potrafi rozwiaza¢ jakiego$§ rownania:

In[124]:=
Solve[Log[x*] + (Log[x])?==2,x]
*«+ Solve: This system cannot be solved with the methods available to Solve. Try Reduce or FindInstance
instead.
out[124]=

Solve[Log[x]? + Log[x*] == 2, x]
ale zastosowanie odpowiedniego podstawienia (w tym przypadku = In(x)), umozliwi znalezienie poszukiwanego
rozwigzania.

In[125]:=
rr = Solve[2 t+t?==2, t]

Out[125]=

{{to-1- 43} {t> -1+ 43}

W celu uzyskania rozwigzania wyjSciowego réwnania, musimy jeszcze rozwigza¢ rownania In(x)=-1- +3

iln(x)=-1+ \/5

In[126]:=

Solve[Log[x] ==rrpy 11, X]
Out[126]=

{{xoe O}
In[127]:=

Solve[Log[x] ==rr[z 127, X]
Oout[127]=

(fs e )

Wyijéciowe rownanie posiada wiee dwa rozwiazania, ktérymi sa liczby 2~ V3 i @1+ V3.
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4.2. Uklady rownan i ich rozwigzanie

In[128]:=
Clear["Global ™ *"]

Do rozwigzywania uktadow roéwnan takze mozemy wykorzysta¢ instrukcje Solve:
Solve[{réwnaniel, réwnanie2, ...}, zmienne] rozwigzuje uktad réwnan wzgledem podanych zmiennych.

Znajdzmy rozwiazanie uktadu trzech réwnan liniowych:

In[129]:=
Solve[ {x+y=-2=22,2x=-5y+z==1,3y+2z===1}, {x,y,2}]

Out[129]=

27 3 16
(o Zyn 2220
23 23 23

oraz uktadu dwoch réwnan nieliniowych:

In[130]:=
Solve[ {x"24+y"2==4 x"2+yr2-4x+3==0}, {x,y}1]

out[130]=
7 15 7 15
(b -T felom 5)
4 4
4.3. Instrukcja SolveAlways
In[131]:=
Clear["Global ™ *"]
SolveAlways [rbéwnanie, zmienna] podaje wartosci parametréw wystepujacych w réwnaniu,
dla ktérych réwnanie jest zawsze prawdziwe;
SolveAlways|[{rdéwnaniel, réwnanie2, ...}, zmienne] dziata tak samo tylko w przypadku uktadu réwnan.

Instrukcje t¢ mozemy wykorzysta¢ na przyktad do znalezienia §rodka okregu oraz jego promienia, gdy mamy dane

rownanie ogolne postaci:

x> +y*+ax+by +c=0

Wykonujac to "rgcznie", musielibySmy zastosowaé tzw. uzupehianie do kwadratu lub pamigta¢ odpowiednie wzory.

W programie Mathematica mozemy wykorzysta¢ instrukcje SolveAlways w celu znalezienia takich warto$ci

parametrow sx, sy ir, aby rOwnanie:
(x=sx)2+ (y-sy)2-r*=x>+y*+ax+by +c¢
byto tozsamoscig.
Znajdzmy $rodek i promien okregu o rownaniu ogélnym x2 +y? + 2x +4y+ 1= 0.

In[132]:=

SolveAlways| (x =sx)?+ (y=sy)?=r?==x>+y* +2x+4y+1, {xy}]
out[132]=

{{r>-2,sx>-1,sy»> -2}, {r>2,sx»>-1,sy»>-2}}
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OtrzymaliSmy dwa rozwiazania, ale poniewaz r oznacza promien (ktory musi by¢ dodatni), wigc pierwsze z nich
odrzucamy. Ostatecznie nasz okrag ma §rodek w punkcie S(-1, —2) i promief r = 2.
Wykorzystujac implikacje (instrukcja Implies) oraz instrukcje SolveAlways, mozemy poszukiwac takich warto$ci

parametrow, aby para liczb (x, y) bgdaca rozwigzaniem pierwszego rdwnania byla takze rozwigzaniem drugiego
rownania.

Dobierzmy tak parametry a i b, aby liczby spetniajace réwnanie x — 2 y = 0 spehialy takze rownanie a x> = b )% + x y.

In[133]:=

Clear[a, b];
In[134]:=

SolveAlways|Implies[x =2y ==0,a*x* ==b % y> + x x y], {x,y} |
out[134]=

4.4. Przyblizone wartosci pierwiastkow

In[135]:=
Clear["Global ™ *"]

Jak juz wspomnieliSmy wczesniej, nie zawsze jest mozliwe znalezienie doktadnej wartosci rozwigzania rownania lub
uktadu rownan, w takiej sytuacji mozemy wykorzysta¢ metody numeryczne poszukiwania tych rozwiazan. W programie
Mathematica jest dostgpnych kilka instrukcji znajdujacych przyblizone warto$ci rozwigzan rownan lub uktadéw réwnan.

NSolve[rdéwnanie, zmienna] numeryczne rozwigzanie réwnania;
NSolve[réwnanie, zmienna, Reals] numeryczne rozwigzanie réwnania w dziedzinie rzeczywistej;
NSolve[{rbéwnaniel, réwnanie2, ...}, zmienne] numeryczne rozwiazanie uktadu réwnan;
FindRoot [réwnanie, {x, xXo}] numeryczne rozwigzanie réwnania,

startujace z punktu xo;
FindRoot [{réwl, réw2, ...}, {x, %0}, {v, Yo}, -.-.] numeryczne rozwiagzanie uktadu rownan,

startujace z punktu {xo, Yo, - }-

Instrukcja NSolve jest przeznaczona (przede wszystkim) do rozwigzywania réwnan, w ktorych obie strony sa
wielomianami, ale jesli jest w stanie, to poda wszystkie pierwiastki. Instrukcja FindRoot pozwala natomiast znajdowac

przyblizong warto$é pierwiastka dowolnego réwnania, ale tylko jednego. Zeby poszuka¢ kolejnego pierwiastka (o ile
istnieje), musimy zmieni¢ punkt startowy xo i wykona¢ ponowne obliczenia. W obliczeniach wykorzystano metode
Newtona (w przypadku jednowymiarowym zwang takze metoda stycznych).

Znajdzmy przyblizone warto$ci pierwiastkow rownania czwartego stopnia.

In[136]:=
NSolve[2x* - x* - 1220, x]
Out[136]=
{{x~-0.738984}, {x > 0.119492 - 0.813835 i }, {x - 0.119492 + 0.813835 i }, {x > 1.} }

A teraz znajdzmy tylko pierwiastki rzeczywiste tego samego réwnania.
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In[137]:=
NSolve[2x* - x* -=1==0, x, Reals]

Out[137]=
{{x—-0.738984}, {x>1.}}

Rozwiazmy uktad réwnan.
In[138]:=
NSolve[{x2 —y==2,x"+y’ == 2}, {x, y}]

out[138]=
{{x>-1,y->-1.}, {x>-1.41421,y> 0.}, {x> 1.41421,y-> 0.}, {x>1.,y>-1.}}

Poszukajmy instrukcjg FindRoot pierwiastek réwnania trygonometrycznego.

In[139]:=
rozl = FindRoot[Sin[x] ==Cos[3x], {x,0}]

Out[139]=
{x - 0.392699}

Sprawdzmy z jaka doktadno$cia zostato rozwigzane réwnanie.
In[140]:=
Sin[x] - Cos[3x] /.rozl

Out[140]=
7.77156 x 10716

Mozemy tez zwigkszy¢ doktadno$¢ wyniku.
In[141]:=
rozla = FindRoot [Sin[x] ==Cos[3x], {x,0}, WorkingPrecision - 200]

out[141]=
{x->

0.3926990816987241548078304229099378605246461749218882276218680740384770507857761248".
2850435316776463349776851081416028833088673057619382277896566992601606013968128551".
283774231513819495557786861936629775}

In[142]:=

Sin[x] - Cos[3x] /.rozla
Out[142]=

0.x 1072

In[143]:=

Precision [roz1[1, 2]]
out[143]=

MachinePrecision

In[144]:=
N[%]
Out[144]=
15.9546
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Znajdzmy inny pierwiastek tego samego réwnania.
In[145]:=
roz2 = FindRoot[Sin[x] ==Cos[3x], {x,2}]

Out[145]=
{x > 1.9635}

In[146]:=

Sin[x] - Cos[3x] /.roz2
Out[146]=

2.22045x 1071°

Na koniec poszukamy przyblizonego rozwiazania uktadu réwnan trygonometrycznych.

In[147]:=
roz = FindRoot [ {Sin[x] ==Cos[y],Tan[x] ==3Sin[x]}, {x, 1}, {y,1}]
out[147]=
{x—>1.23096, y - 0.339837}
In[148]:=
{Sin[x] -Cos[y],Tan[x] =3Sin[x]} /.roz
out[148]=

{0.,8.88178 x 107*°}

4.5. Rozwigzywanie nieréwnosci

In[149]:=
Clear["Global ™ *"]

Do przeksztatcania nierownosci i uktadéw nier6wnosci mozemy wykorzystaé instrukcje Reduce.

Reduce [nierdéwnos$¢, zmiennal] upraszcza podang nieréwnos¢;
Reduce[{nl, n2, ...}, x] upraszcza uktad nieréwnosci jednej zmiennej;
Reduce[{nl, n2, ...}, {x1, x2, ...}] upraszczauktad nieréwnosciwieluzmiennych;
Reduce [nierdéwnosci, zmienne, zbidr] upraszcza nieréwnosci zaktadajac,

ze zmienne naleza do podanego zbioru, ktérym
moze by¢ zbiér Reals, Complexes lub Integers.

Rozwiazmy nieréwno$¢ kwadratowa.
In[150]:=
Reduce[x* -2x-2<0,x]

Out[150]=

1-43sx<1+143

In[151]:=
Reduce[x* - 2x+4> 0, x|

out[151]=
X eR

Nieréwno$¢ trygonometryczne.
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In[152]:=
3
Reduce[{-G JT<x<2m,Sin[x] > —}, x]
2

Out[152]=

177 167t 11t 10T 55 47T 7T 27T
<X<-——— || - <X<-—— || —— <X<-—— || —<X<—
3 3 3 3 3 3 3 3

Uktad nieréwnosci.

In[153]:=
Reduce[{}* +y* £2,2x -3y <1}, {xy}]

Out[153]=

(x::-«ﬁ&&y:o) I (-«E<x<_1&&- 2-x* <ys< \/Z—XZ) I
(-15x<£&&§ (-1+2x) <y< «/2-x2)

13
Sprawdzmy, jakie liczby catkowite spetniaja powyzszy uktad nierownosci.

In[154]:=
Reduce[{x* +y*<2,2x -3y <1}, {x v}, Integers]

Out[154]=
(x==-18&y=:0) | | (x==-1&&y==1) | | (x==0&&y==0) || (x==0&&y==1) || (x==1&&y==1)

W rozwigzywanych nieréwno$ciach mozemy wykorzystywac takze warto$¢ bezwzgledna (modut).

In[155]:=
Reduce[Abs[x* - 7] > 1, x|

Out[155]=

Re[x]<-2«5||(_z 2 <Re[x] < - 6 &&
(Im[x]<—\/—7—Re[x]2+ 1+28Re[x]? ||Im[x]>\/—7—Re[x]2+w/1+28Re[x]2))||
_ 6<Re[x]<«/€||(«/€sRe[x]szﬁ&&(lm[x]<—\/—7—Re[x]2+ 1+28Re[x]? ||

Im[x] > \/—Y—Re[x]2+ 1/1+28Re[x]2 )) | | Re[x] >2 42

In[156]:=
Reduce[Abs[x*> - 7] > 1, x, Reals]|

out[156]=
x<-242 || -6 <x<46||x>242
Nieréwno$¢ wymierna.

In[157]:=
(x+1) (x+2)2

Reduce
|:x“+x3’-5x2+x-6

ZO,X]

Out[157]=
_3<xs-1]]x>2
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Mozemy takze rozwigzywaé nieréownosci podwojne.

In[158]:=
X+1
Reduce[l < -

X +x-1<2’x:|

Out[158]=

3
Sl axs-42 | |1<xs42
2

Nierowno$¢ wyktadnicza.

In[159]:=
Reduce[2" 2 16, x]

Out[159]=

21T Cy Log[16Sec[Im[x] Log[2] 1]
€, € Z&&IMm[x] == —— &&Re[x] =
Log[2] Log[2]

In[160]:=
Reduce [2" 2 16, x, Reals |

out[160]=
X4

In[161]:=
Reduce [2" 2 16, x, Integers ]

out[161]=
XxeZ&&x=24

Do ilustracji graficznej zbioréw rozwigzan nieréwnosci mozemy wykorzysta¢ instrukcje RegionPlot.

RegionPlot [nierdéwnos$e, {X, Xmin, Xmax}s {Ys Ymins Ymax}] Zaznaczaw podanym prostokacie zbior punktoéw
spetniajacych zadana nieréwnos¢.

Pierwszy przyktad.

In[162]:=

4

RegionPlot[x4 + <v, {x,-1.5,1.5}, {y, 2,6}, ImageSize -» 150]
1+x2

Out[162]=

6

21 1 1 1 1 1 a
-1.5 -1.0 -05 00 05 1.0 15

Drugi przyktad. Tym razem kilka nieréwnosci potaczonych spojnikiem logicznym “lub”.
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In[163]:=
RegionPlot|x* +y* +2x <0 v x> +y? =2x<0 v x> +y*+2y <0 v x> +y* -2y <0,
{x,=2,2}, {y, -2,2}, ImageSize » 150]

Out[163]=
2

Mozemy takze zmienia¢ kolorowanie wykreslanego obszaru.

In[164]:=

RegionPlot[y >x* A y < A2+ x® -2x+3, {x -2,2},

{y, 0,4}, ColorFunction - ColorData ["Pastel"], ImageSize » 150]

Out[164]=

40

3,

2,

l,

0= ]

-2 -1 0 1 2

4.6. Rownania rekurencyjne

In[165]:=
Clear["Global™ %"]

Mathematica umozliwia takze rozwiazywanie rownan rekurencyjnych, czyli znalezienia wzoru na ogdlny wyraz ciagu
danego w postaci rekurencyjne;.

RSolve[rbéwnanie, a[n], n] podaje rozwigzanie réwnania rekurencyjnego ze wzgledunaa[n];
RSolve[rbéwnanie, a, n] rozwigzanie jest podawane w postaci funkcji prymitywnej;
RSolve[réwnania, {al, a2, ...}, n] podaje rozwigzanie uktadu réwnan rekurencyjnych.

Instrukcja RSolve podaje wynik w postaci reguty podstawiania, natomiast bezposrednio sam wzor na n-ty wyraz ciagu

mozemy uzyskac¢ instrukcje RSolveValue.

Bez podania wartosci poczatkowej uzyskamy rozwiazanie zalezne od statej dowolne;.
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In[166]:=

RSolve[a[n] ==2a[n-1] +3,a[n],n]
Out[166]=

{{aln] »>-3(1-2")+27"*"¢;}}

Podajmy pierwsza warto$¢ ciagu:
In[167]:=
RSolve[{a[n] ==2a[n-1] +3,a[1]==1},a[n],n]
out[167]=

{{aln] > -3+2'""}}

A teraz inny przyktad:
In[168]:=
RSolve[{a[n] ==a[n-1] +a[n=-2],a[l] ==1,a[2] ==1},a[n],n]

out[168]=
{{a[n] > Fibonacci[n] }}

Jeszcze jeden przyktad. Tym razem rozwiagzanie wyznaczymy w postaci funkcji prymitywne;.

In[169]:=

ciag= {b[n]==3b[n-1] +2,b[1] ==1}
Out[169]=

{b[n]==2+3b[-1+n],b[1] ==1}
In[170]:=

rr = RSolve [ciag, b, n]

Out[170]=

{{b—)Function[{n},é (-3+2 3“)]}}

Utatwia to wykorzystanie wyniku w dalszych obliczeniach:
In[171]:=
ciag /.rr[1] / / Simplify

Oout[171]=
{True, True}

Wartosci ciagu mozemy policzy¢ na dwa sposoby:
In[172]:=
Table[b[n] /.rrl1], {n,1,12}]

out[172]=
{1,5,17, 53, 161, 485, 1457, 4373, 13121, 39365, 118097, 354293}

In[173]:=
Table[rr[1,1,2][n], {n,1,12}]
Out[173]=
{1, 5,17, 53, 161, 485, 1457, 4373, 13121, 39365, 118097, 354293}

Wykorzystujac instrukcje RSolveValue dostaniemy bezposrednio wzor na n-ty wyraz ciagu.
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In[174]:=

RSolveValue[ {a[n] ==2a[n-1] +3,a[1] ==1},a[n],n]
Out[174]=

-3 420"
In[175]:=

RSolveValue[ {a[n] ==2a[n-1] +3,a[1] ==1},a,n]
Out[175]=
Function[ {n}, -3 +2""]

I 5. Analiza matematyczna

5.1. Granice

In[176]:=
Clear["Global™ %"]

Do wyznaczenia granicy ciagu mozemy wykorzysta¢ instrukcje Limit.

Limit[a,, n - o] liczy granice a,, gdy n - oo.

Jezeli Mathematica nie potrafi policzy¢ granicy, powtoérzy w komorce wyjsciowej tres¢ wejscia.

2
Policzmy lim —r .
y N2 3 i +n+2

In[177]:=

2

n“=n

Limit| —————, n > o]
nd+n2+n+2
out[177]=

0

Policzmy granic¢ ciagu zwiagzanego z liczbg Eulera:

In[178]:=
1 n
Limit[(l + —) ,n=> oo]
n
Out[178]=

e
oraz jeszcze jedna granice:
In[179]:=

Limit['\ln2+2n+3 -n+4,n—>oo]

out[179]=
5

Mozemy takze liczy¢ granice funkcji.

Limit[f[x], x > xo] liczy granice funkcji f w punkcie x,.
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Policzmy granicg lim,_,o LZ”
In[180]:=
Limit[Sin[x] / x, x> 0]
out[180]=
1

Dla instrukcji Limit istnieje opcja, pozwalajaca liczy¢ granice jednostronne.

Direction » -1 wymusza liczenie granicy prawostronnej;
Direction » 1  wymusza liczenie granicy lewostronne;j.

Jesli chcemy policzy¢ granicg prawostronng, zamiast warto$ci “-1” mozemy takze poda¢ “FromAbove”. W przypadku

granicy lewostronnej, zamiast wartosci “1” mozemy poda¢ “FromBelow”.

Zdefiniujmy funkcjg, ktora bedziemy badac:
In[181]:=
Clear[y];
Xc=x -4
ylx_1:i= ———;
X =2

Policzmy granice na krancach dziedziny funkcji:

In[183]:=
Limit[y[x], x> -]
out[183]=
-
In[184]:=
Limit[y[x], x> o]
out[184]=
oo
In[185]:=
Limit[y[x], x = 2, Direction—> -1]
out[185]=
-
In[186]:=
Limit[y[x], x> 2, Direction—> 1]
out[186]=
oo
In[187]:=
Limit[y[x], x = 2, Direction » "FromAbove"]
out[187]=

— oo



130

D. Stota

In[188]:=
Limit[y[x], x = 2, Direction » "FromBelow" ]

Out[188]=

[ee]

Kolejny przyktad.

In[189]:=
Clear[y];

X

y[x_]:= +2;

X +1
Zbadajmy granice na krancach dziedziny funkcji:
In[191]:=
Limit[y[x],x= -]

out[191]=
2

In[192]:=
Limit[y[x], x> o]

Oout[192]=

[ee]

In[193]:=
Limit[y[x], x = -1, Direction-» -1]

Out[193]=

[ee]

In[194]:=
Limit[y[x], x = -1, Direction->1]

Out[194]=

— oo

5.2. Rézniczkowanie
In[195]:=

Clear["Global™ *"]

Przejdziemy do liczenia pochodnych.
D[f, x] podaje pochodng funkcji f wzgledem zmiennej x (% ) ;
w przypadku funkcji wielu zmiennych,

podaje odpowiednia pochodna czastkowa (Z_i ) ;

D[f, x, v] podaje pochodna czastkowqaj—zafy;
D[f, {x, n}] podaje pochodnz;ﬂ alboﬂ;
dx” ox"
D[f, x, NonConstants - y] podaje pochodna funkcjif (x,y (x)).

Policzmy pierwsza pochodng funkcji x* cos x:
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In[196]:=
D[x* Cos[x], x|

out[196]=
2xCos[x] = x*Sin[x]

A teraz czwartg pochodng tej funkcji:
In[197]:=
D[x* Cos[x], {x, 4}]

Oout[197]=
-12Cos[x] +x*>Cos[x] +8xSin[x]

Tak samo mozemy rozniczkowa¢ funkcje napisane przez uzytkownika. Pokazemy to demonstrujac liczenie pochodnych
czastkowych funkcji dwu (wielu) zmiennych. W tym celu zdefiniujmy funkcje:
In[198]:=
Clear[f];
fix_,y_1 :=x2y +2y2-3x y +4x +T;

. Proy) .
Policzmy pochodna 320y -

In[200]:=

DIf[x,y], {x2},y]
Out[200]=

2

Zalozmy, ze y jest funkcja zmiennej x, czyli y=y(x) i teraz zr6zniczkujmy funkcje f:
In[201]:=
D[f[x,y],x, NonConstants 5 y]

Out[201]=
4-3y+2xy-3xDJy,x, NonConstants » {y}] +

x2 D[y, x, NonConstants » {y} ] +4yD[y, x, NonConstants - {y} ]

d y(x)
dx

W powyzszej odpowiedzi D[y,x,NonConstants—{y}] oznacza nieznang pochodna

Alternatywny sposob oznaczania operacji rézniczkowania (dostepny z palety Basic Math Input).

0xf odpowiednik D[f, x];
Ox,y £ odpowiednik D[f, x,y].

Skorzystajmy z "tradycyjnego" sposobu oznaczania operacji rézniczkowania:

In[202]:=

8, Sin[x]
Out[202]=

Cos[x]
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In[203]:=

Ay (Xy+2y*-x+Ty)
0ut[203]=

2Xx

5.3. Calka nieoznaczona i oznaczona
In[204]:=

Clear["Global ™ *"]

Ponizsze instrukcje pozwalaja liczy¢ catke nieoznaczona lub oznaczona.

Integrate[f, x] liczy catke nieoznaczona funkcji f wzgledem x;
mozna zamiennie uzywac operatora J'n d oz palety Basic Math Input;
Integrate[f, {x, a, b}] liczy catke oznaczona funkcji f wzgledem x,
a, b - granice catkowania; moznazamiennie uzywac operatora
[2 o« dozpalety Basic Math Input;
Integrate[f, {x, a, b}, {y, ¢, d}] liczy catke funkcji f (x,y) po prostokacieasxs<b, csy<d;
NIntegrate[f, {x, a, b}] warto$c¢ catki wyznaczana jest numerycznie.

Policzmy catke nieoznaczong z funkeji 3 x2 — 2 x + cos x:
In[205]:=
j(3x2-2x+Cos[x])dlx
out[205]=
-x%+x3+Sin[x]
Nalezy zauwazy¢, ze w wyniku nie jest wypisywana stala catkowania.

Mozemy catkowac funkcje z parametrem:

In[206]:=
j(ax“-bx +4)dx
out[206]=
bx? ax®
4x—— y——
2 5

Policzymy teraz catk¢ oznaczona:
In[207]:=
r(3x2-2x+Cos[x] ) dix
0

Out[207]=

(-1+mm) e

Policzymy catke podwojng po prostokacie 0 < x <2, 1 < y <3 zfunkcji z(x, y) =4 x> +x -3y + 1:
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In[208]:=
Integrate[4x* y* +x =3y +1, {x,0,2}, {y,1,3}]
Out[208]=
688
9

Jesli Mathematica "nie potrafi" policzy¢ calki oznaczonej, powtarza wejscie na wyjsciu:

In[209]:=

fzsm[x] dx
o

Out[209]=

Ezsin[x] dx

Mozemy wtedy sprobowac policzy¢ taka catk¢ numerycznie:

In[210]:=

Nintegrate[ 251, {x, 0,1} ]
out[210]=

1.3954

Mozemy zmienia¢ doktadnos$¢ obliczen.

In[211]:=
Nintegrate[2°"*!, {x, 0,1}, WorkingPrecision - 50|

out[211]=
1.3953964083274320677743488544483104235401142563613

5.4. Zastosowania catki oznaczonej

In[212]:=
Clear["Global™ *"]

5.4.1. Pole obszaru ograniczonego krzywymi

Przyklad 1
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywq y = 2 + sin x, prostymi x = %, xX= 5
Wykonajmy rysunek do naszego zadania:
In[213]:=
T T
Plot[2 +Sin[x], {x, -, —}, Filling - Axis, AxesOrigin » {0,0}, ImageSize » 250]
4 4

7 oraz osig Ox.



134 D. Stota

Out[213]=
30F

25F

20F

1 2 3 4 5

Pole mozna obliczy¢, postugujac si¢ catka:

In[214]:=
It
pole=ﬁ (2+Sin[x]) dx
4
out[214]=
3
Przyklad 2

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego krzywq y = cos x i prostymi x = 0, x = 2 oraz osig Ox.

Jak poprzednio, zaczniemy od rysunku:

In[215]:=
Plot[Cos[x], {x,0, 2 5t}, Filling - Axis, ImageSize » 250]
Out[215]=
1.0
0.5F
1 2 3 4 5 6
—05F
~-1.0F

Latwo zauwazy¢, ze pole to jest réwne polu, jakie przy tych samych pozostalych ograniczeniach wyznaczy wykres
funkcji y1(x) = | ¥(x)| = | cos x |. Uzyjemy zatem funkcji Abs:

In[216]:=
Plot[Abs[Cos[x] ], {x, 0,2 5t}, PlotRange » {-1, 1}, Filling - Axis, ImageSize » 250]
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Out[216]=
1.0

0.5

-1.0+

Policzymy wigc pole:
In[217]:=

2 7T
pole = j Abs[Cos[x] ] dx
0

out[217]=
4

Przyklad 3
Obliczyé pole ograniczone wykresami krzywych y = |x|iy = —-x + x+ 2.
Musimy najpierw wyznaczy¢ punkty, w ktorych krzywe przecinaja sig:

In[218]:=

roz = Solve[{y == Abs[x],y===x* + x + 2}, {x,y}]
out[218]=

{{x—> «E,y—> wﬁ},{xal— «/E,y—>—l+ «/E}}
In[219]:=

rozl2, 1, 2]
out[219]=

-3

Teraz mozemy wykona¢ rysunek do naszego zadania:

In[220]:=
Plot[{Abs[x] =X X+ 2}, {x,rozl2, 1, 2] - 0.05, rozl1, 1, 2] + 0.05},
Filling— {1 {2} }, ImageSize - 250
out[220]=
2.0f
1sf .
10f
-
05F

-0.5 0.5 1.0 1.5
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Wiemy, ze aby policzy¢ pole, nalezy catkowaé rdéznice: "ograniczenie gorne" minus "ograniczenie dolne", pomiedzy
odcigtymi punktow przecigcia si¢ wykresow, zatem przystgpujemy do obliczen:

In[221]:=
0z[1,1,2] 2
pole=f ((=x"+x+2)-Abs[x])dx
roz[2,1,2]
out[221]=
2
- (-4 +242 +3 «/3)
3
In[222]:=
N[ pole]
out[222]=
2.68305

5.4.2. Objetos¢ i pole powierzchni bocznej bryt obrotowych
Przyklad 1

Policzy¢  pole powierzchni oraz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchnig powstatq przez obrot krzywej
y=sinx, xe [0, ], dookota osi Ox.

Najpierw wykonamy rysunek:

In[223]:=
pl = RevolutionPlot3D [ArcSin[x], {x, 0,1}, ImageSize -» 200]

Out[223]=

In[224]:=
p2 = RevolutionPlot3D [ 7t + ArcSin[x], {x, -1, 0}, ImageSize -» 200]

Out[224]=

In[225]:=
Show [ p1, p2, PlotRange - All, ImageSize » 200]
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Out[225]=

Aby narysowac interesujacy nas obiekt, musieliSmy skorzysta¢ z funkcji arcsin, bowiem instrukcja RevolutionPlot3D

obraca wykres wokot osi pionowe;.
Policzymy pole, korzystajac ze wzoru P =2« fa b ) A1+ (f"(x)? dx, gdy obracamy krzywa y = f(x), x € [a, b]:
In[226]:=
pole = 2nr5in [x] «/1 +Cos[x]? dx
o

Out[226]=

27 (V2 + ArcCoth[ 42 ])

Odczytamy warto$¢ numeryczng wyniku:
In[227]:=
N[%]

out[227]=
14.4236

Objetosé bryly (V = 7rf;[f(x)]2 dx):
In[228]:=
objetos¢ = nrsm [x]2dx
o

Out[228]=

7_(.2

In[229]:=
N[%]
out[229]=
4.9348
Przyklad 2
Policzy¢ pole powierzchni bocznej oraz objetos¢ bryly ogramiczonej powierzchnig powstalg przez obrot krzywej

y= f, xe€ [0.5, 2], dookota osi OY.

W tym zadaniu wykonanie rysunku nie stanowi problemu:
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In[230]:=

4
RevolutionPlot3D[—, {x,0.5,2}, PlotPoints » 30, ImageSize -» 200]
X

Out[230]=

Aby wyznaczy¢ pole powierzchni bocznej i objetos¢ tej bryty, musimy znalez¢ funkcje odwrotna. Latwo wykazaé, ze
jest to funkcja x(y) = %, yel2, 8]

In[231]:=
4 16
pole=27rf— 1+— dy
2y y*
Out[231]=
\/257 1 16
2242 - —— -2ArcTanh[—] +2ArcTanh[—]
8 \2 257
In[232]:=
N[ pole]
Out[232]=
37.6689
In[233]:=
16
obje=m | — dy
2 y2
Out[233]=
67T
In[234]:=
N[obje]
Out[234]=
18.8496

5.5. Poszukiwanie ekstremoéw
In[235]:=
Clear["Global™ %"]
Mozemy poszukiwaé przyblizonych warto§ci miniméw i maksimow lokalnych, korzystajac z ponizszych instrukcji
programu.
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FindMinimum[£f, {x, x0}] poszukuje minimum lokalnego funkgji f,
startujac z podanego punktu x0;
FindMinimum[£f, {x, x0, x1}] poszukuje minimum lokalnego funkcji f, uzywajac x0ix1 jako
pierwszych dwu wartosci zmiennej x; postac stosowana,
gdy nie mozna policzy¢ symbolicznie pochodnej funkcji f;
FindMinimum[£f, {{x, x0}, {y, v0}, ...}] poszukuje minimum lokalnego funkcji wielu zmiennych.

Do poszukiwania maksimum lokalnego mozemy wykorzysta¢ instrukcj¢ FindMaximum, ktéra ma takie

argumenty jak instrukcja FindMinimum.

Poszukajmy minimum lokalnego funkcji postaci:

In[236]:=
fix_1:=x3+x2-12x
In[237]:=
Plot[f[x], {x, =5,4}, ImageSize » 250]
out[237]=
30F
20F
10F
s - > s
_10k
0k
30k
_aok
In[238]:=
FindMinimum [f[x], {x,2}]
out[238]=

{-12.5972, {x > 1.69425} }

A teraz poszukajmy maksimum lokalne tej samej funkcji.

In[239]:=
FindMaximum [f[x], {x, =2}]

Out[239]=
{20.7453, {x > -2.36092} }

Przyktad funkcji dwoch zmiennych.

In[240]:=
2

hix_,y_1:= Exp[l—

, | % ((sin[x1)%+ (Cosly1)?)

same
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In[241]:=
ContourPlot[h[x,y], {x,=-5,5}, {y, -3, 3}, PlotPoints » 50, ImageSize -» 150]
Out[241]=
-1
-2
-3
In[242]:=
FindMinimum [h[x,y], {{x,1}, {y,1}}]
Out[242]=
{6.59629 x 107*!, {x > 3.83718 x 10", y - 1.5708} }
In[243]:=
FindMaximum [h[x,y], {{x, 1}, {y,1}}]
Out[243]=

{1.62863, {x > 1.3063, y - 1.35438 x 10"} }

Mozemy poszukiwa¢ takze minimum i maksimum globalne funkcji w zadanym obszarze lub w calej dziedzinie.

Minimze[f, x] poszukuje minimum globalnego funkcji jednej zmiennej;
Minimze[f, {x, vy, ...}] poszukuje minimum globalnego funkcji wielu zmiennych;
Minimze[{f, ograniczenia}, x] poszukuje minimum globalnego funkcji jednej zmiennej,

w obszarze okreslonym przez podane ograniczenia;
Minimze [{f, ograniczenia}, {x, y, ...}] poszukuje minimum globalnego funkcji wielu zmiennych,
w obszarze okreslonym przez podane ograniczenia.

Poszukajmy minimum globalnego funkcji kwadratowe;.

In[244]:=
Minimize[x* + 3x - 5, x|

out[244]=
29 3
(2430
4 2
W przypadku, gdy funkcja nie posiada maksimum (lub minimum) globalnego otrzymamy odpowiedni komunikat.

In[245]:=
Maximize[x* +3x - 5, x|

*=» Maximize: The maximum is not attained at any point satisfying the given constraints.

out[245]=
{oo, {Xx> -0} }

Poszukiwania ograniczmy do obszaru [x|< 2.
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In[246]:=
Maximize[ {x* + 3x - 5, Abs [x] <2}, x|

out[246]=
{5, {x>2}}

Kolejne przyktady.
In[247]:=

Minimize[ {2x+3y-42,y-7224 && x+72<5 && x>0 && y>0 &&z >0}, {x,y,2z}]

out[247]=
{7, {x»>0,y>9,z->5}}

In[248]:=
Minimize[ {2x+3y-4z,y-z24, x+2z<5x20,y20,z20}, {xVy,2}]

out[248]=
{7, {x»>0,y>9,z->5}}

Istnieja takze instrukcje NMinimize i NMaximize, ktore pozwalaja wyznacza¢ numerycznie ekstrema globalne.

In[249]:=

Plot[Cos[Sin[x]] -Sin[Cos[x] ], {x, -4, 4}, ImageSize » 250]
Out[249]=

-10 _'5 5 10

In[250]:=

NMinimize[Cos[Sin[x] ] =Sin[Cos[x] ], x]
Out[250]=

{0.107127, {x > 0.692729} }
In[251]:=

NMinimize[ {Cos[Sin[x]] =Sin[Cos[x]],x<0},x]

Out[251]=
{0.107127, {x » -0.692729} }

In[252]:=

NMaximize[ {Cos[Sin[x] ] -=Sin[Cos[x]],8 <x<12},x]
out[252]=

{1.84147, {x—>9.42478} }

Poszukiwanie ekstremow globalnych funkcji liniowej, w przypadku gdy ograniczenia sg okre$lone takze przez funkcje
liniowe jest nazywane programowaniem liniowym.
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LinearProgramming[c, m, b] poszukuje wektorax, ktéry minimalizuje iloczyn c x
oraz spetnia nierébwnoscimx 2 bix 2 0;
LinearProgramming[c, m, b, p] poszukuje wektorax, ktéry minimalizuje iloczyn c x

oraz spetnia nierbwnoscimx 2 bix 2 p.

Powyzsza instrukcja jest forma macierzowa instrukcji programowania liniowego. Kazde zadanie programowania
liniowego, zapisane za pomoca funkcji i uktadu nieréwnosci, mozemy przedstawi¢ w postaci macierzowej. Rozwigzmy
przyktad programowania liniowego. W tym celu zdefiniujmy najpierw potrzebne macierze.

In[253]:=
c=1{2,3,-4};m={{0,1,-1},{-1,0,-1}}; b= {4, -5};

In[254]:=
xr = LinearProgramming[c, m, b]

out[254]=
{0,9,5}

In[255]:=
C.Xr

Out[255]=
7

In[256]:=
xrl = LinearProgramming[c, m, b, {1,1,1}]

out[256]=
{1,8,4}

In[257]:=
c.xrl

out[257]=
10

5.6. Aproksymacija i interpolacja

In[258]:=
Clear["Global ™ *"]

Zadanie znalezienia kombinacji funkcji aproksymujacych dane liczbowe mozemy rozwiaza¢ za pomoca instrukcji Fit.
Fit [dane, funkcje, x] aproksymuje podanedane przy uzyciu
kombinacji liniowej funkcji zmiennej x.
Utworzmy liste wartoSci.

In[259]:=

dane = Table[Binomial[n, 2], {n, 2,15} ]
Out[259]=

{1, 3,6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105}
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In[260]:=
o wykres = ListPlot [dane, PlotStyle - {PointSize [0.015], Red }, ImageSize » 250]
Out[260]=
100} ‘
sof .
60 | . :
40f . ‘
20 L ’
a. . 0 . . . . . .
2 4 6 8 10 12 14

Aproksymujmy nasze dane funkcja liniowa.

In[261]:=
q = Fit[dane, {1,x}, x]
Out[261]=
-20.+8.x
In[262]:=
apro = Plot[q, {x, 0,15}, ImageSize » 250]
Out[262]=
100
80
60
40
20
-20
In[263]:=
Show [apro, wykres, ImageSize » 250]
Out[263]=

100

80

60

40

20

-20

A teraz wielomianem trzeciego stopnia.
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In[264]:=

aap = Fit[dane, {1, x, x>, x*}, x|
Out[264]=

-2.9314x 107 + 0.5x + 0.5x* + 9.41736 x 10717 x*
In[265]:=

apro2 = Plot[aap, {x,0,15}, ImageSize » 250]
Out[265]=

120

100 F

80

60 |

40F

20F
In[266]:=

Show [apro2, wykres, ImageSize » 250]

Out[266]=
120

100
80 f
60f
af

20

Kolejny przyktad.
In[267]:=

dane = Table[{x, N[

3+ Cos[x]

Cos[x] ]}’ {%0, 1.5, 0.1}]

Out[267]=
{{0.,4.}, {0.1,4.01506}, {0.2, 4.06102}, {0.3,4.14025}, {0.4, 4.25711}, {0.5, 4.41848},

{0.6,4.63488}, {0.7, 4.92238}, {0.8, 5.30597}, {0.9, 5.82618}, {1., 6.55245},
{1.1,7.61381}, {1.2,9.27911}, {1.3,12.215}, {1.4, 18.6505}, {1.5, 43.4105} }
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In[268]:=
pl = ListPlot [ dane, PlotStyle » {PointSize [0.015], Red}, ImageSize » 250]

Out[268]=
25F

20F

In[269]:=
1
al = Fit[dane, {1, —}, x]
Cos|[x]
Out[269]=
1. +3.Sec[x]

In[270]:=
p2 = Plot[al, {x,0,1.5}, ImageSize » 250]

Out[270]=
20

In[271]:=
Show [p2, pl, ImageSize » 250]

Oout[271]=
20
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In[272]:=

a2 = Fit[dane, {1, ;, Sin[x], Exp[-x]}, x]

Cos[x]
out[272]=
1.-9.83344x 107 ¢ ¥ + 3. Sec[x] - 5.88808 x 10™* Sin [x]

In[273]:=
Chop[%]

Out[273]=
1. +3.Sec[x]

Aproksymacja funkcja dwoch zmiennych.

In[274]:=
dane = Flatten[Table[{x,y, =3y +2x %y -x*}, {x,3}, {y,3}], 1]
Out[274]=
{{l’l: _2}’ {1:2: _3}’ {1:3: _4}’ {2: l’ _3}’
{2:2: _2}’ {2:3: _l}’ {3:1: _6}’ {3: 2: _3}’ {3:3:0}}
In[275]:=

aw = Fit[dane, {1,x,y,x %y, x*, y*}, {x,y}]

Out[275]=

-1.67453x107° - 1.1973x 107 x - 1.x* = 3.y + 2. xy - 2.93012 x 10716 y?
In[276]:=

Chop[aw]
Out[276]=

-1.x*-3.y+2.xy

Dostgpna jest takze instrukcja pozwalajaca dokonywac aproksymacji funkcja zalezna w sposob nieliniowy od
dobieranych parametrow.

FindFit [dane, funkcja, {pl, p2, ...}, x] jednowymiarowa aproksymacja nieliniowa;
FindFit [dane, funkcja, {pl, p2, ...}, {x, v, ...}] wielowymiarowa aproksymacjanieliniowa.
Zobaczmy przyktad.
In[277]:=
dane = Table[{x, 2.1 % Exp[ - (x - 0.91)*]}, {x, 0., 3,0.2} |
out[277]=

{{0.,0.917445}, {0.2, 1.2685}, {0.4, 1.61905}, {0.6, 1.90758}, {0.8, 2.07474}, {1.,2.08306},
{1.2,1.93061}, {1.4,1.65175}, {1.6, 1.30452}, {1.8,0.951075}, {2., 0.64008},
{2.2,0.397658}, {2.4,0.228056}, {2.6,0.120734}, {2.8, 0.0590033}, {3.,0.0266181} }
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In[278]:=

pl = ListPlot [ dane, PlotStyle » {PointSize[0.015], Magenta}, ImageSize -» 250]
Out[278]=

2,0- . L] [ ] .

15F :

1.0} o

0.5F .

0'5 1'0 1'5 2:0 25 3.0

In[279]:=

Clear[a, b, x];
In[280]:=

funkcja=axExp[-(b-x)*2]
Out[280]=

ae (b’
In[281]:=

f = FindFit [dane, funkcja, {a,b}, x]
Out[281]=

{a>2.1,b>0.91}
In[282]:=

f1 = funkcja /. f
Out[282]=

2.1 e-(o.91-x)2
In[283]:=

p2 = Plot[f1, {x, 0,3}, ImageSize » 250]

Out[283]=
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In[284]:=
Show [ p1, p2, ImageSize » 250]

Out[284]=

2.0

0.5

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Mathematica posiada instrukcje stuzace do poszukiwania wielomianow, ktore interpoluja (w zadanych punktach
przyjmuja doktadnie takie same wartos$ci) nasze dane.

InterpolatingPolynomial [{f1, £f2, ..., fn}, x] znajduje wielomian zmiennej x,
ktory interpoluje wartosci (i, fi) ;

InterpolatingPolynomial [{{x1, f1}, {x2, £2}, ...}, x] znajdujewielomianzmiennejx,
ktory interpoluje wartosci (xi, fi) .

Dla interpolacji wielomianowej n punktéw bedziemy potrzebowa¢ wielomianu stopnia nie wigkszego niz n-1. Zadajmy
kilka punktéow i znajdzmy dla nich wielomian interpolacyjny.

In[285]:=
wiel = InterpolatingPolynomial|[ {0, 5,7, 31, 68,90}, x]
Out[285]=
3 (25 17 1
(5+(—— +(— +(—— + - (—5+x)) (—4+x)) (—3+x)) (—2+x)] (-1+x)
2 6 12 8
In[286]:=
Expand [wiel]
Out[286]=
1925x  2501x? 695x3 T79x* X°
-82+ - + - +—
12 24 24 24 8
In[287]:=
wiel /. x> 2
Out[287]=
5
In[288]:=
wiel /. x> 6
Out[288]=

90

Jeszcze jeden przyktad.
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In[289]:=

InterpolatingPolynomial [ { {0,0}, {1,5}, {2,7}, {5,31}, {6,68}, {10,90}},x] // N/ / Expand

Out[289]=

4.3375x + 2.82389 x* - 2.78299 x> + 0.662361 x* - 0.0407639 x°

5.7. Funkcje zespolone

In[290]:=
Clear["Global ™ *"]

Istnieje mozliwo$¢ wykorzystywania liczb zespolonych. Symbolem jednostki urojonej, w programie Mathematica, jest 1
lub i. Symbol i uzyskamy piszac [sclifsc) lub korzystajac z palety Basic Math Input. Oprocz samej definicji liczby

zespolonej mamy do dyspozycji wszystkie podstawowe funkcje i operacje na liczbach zespolonych (cze$¢ rzeczywista

i urojona, modul, sprzgzenie itd.). Poza tym wszystkie funkcje matematyczne, ktére sa okreSlone w dziedzinie

zespolonej, mozemy wykorzystywaé bez zadnych zmian czy dodatkowych opcji. Wystarczy tylko jako ich argument

poda¢ liczbe zespolona.

x+1y liczba zespolona x + iy;
Re[z] cze$d rzeczywista liczby z;
Im[z] czes$c¢ urojona liczby z;
Conjugate[z] liczba sprzezona;
Abs[z] modut liczby z;
Arg[z] argument liczby z.
Kilka przyktadow.
In[291]:=
Exp[2+31]
out[291]=
eZ+3i
In[292]:=
Exp[2+31] // N
out[292]=
-7.31511 + 1.04274 i
In[293]:=
'\J-l
out[293]=
i
In[294]:=
1-5
l+1
out[294]=

-2+31i
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In[295]:=
Re[2-1]

out[295]=
2

In[296]:=
Conjugate[2-1]
Out[296]=
2+17

In[297]:=
Abs[2-1]

Out[297]=

\5

In[298]:=
Arg[2-1]
Out[298]=

—ArcTan[%]

In[299]:=
Arg[1+1]

Out[299]=

Mathematica potrafi znalez¢ residuum, gdy moze rozwina¢ podana funkcje w szereg potegowy w pewnym otoczeniu
punktu z0.

Residue[funkcja, {z, z0}] obliczaresiduum funkcji w punkcie z0.

Przeliczmy kilka przyktadow.

In[300]:=
22 +1
Residue[ , {z, 2}]
z-2
0ut[300]=
5
In[301]:=

1
Residue[z +-,{z, 0}]
z

out[301]=
1
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In[302]:=
Exp[z] +1
Residue[—

Az 8}

Out[302]=
i

l+e

5.8. Przeksztatcenie Laplace'a

In[303]:=
Clear["Global ™ *"]

Omoéwimy teraz instrukcje realizujace przeksztatcenie Laplace'a.

LaplaceTransform|[wyrazenie, t, s]
LaplaceTransform|[wyrazenie, {tl, t2, ...}, {sl, s2, ...}]
InverselaplaceTransform[wyrazenie, s, t]

InverselaplaceTransform[wyrazenie, {sl, s2, ...}, {tl, t2, ...}]

Przyktady.

In[304]:=
LaplaceTransform[t® % Sin[t], t,s]

Out[304]=
2(-1+35%)

(1+52)3

In[305]:=
2
InverseLaplaceTransform[—, s, t]
1-5

Out[305]=
-2¢t

In[306]:=
LaplaceTransform [Exp[x], X, s]

out[306]=
1

-1+s

In[307]:=
InverseLaplaceTransform [ %, s, x ]

Out[307]=

e)(

znajduje transformate Laplace' a;

znajduje wielowymiarowa transformate Laplace' a;

znajduje odwrotna transformate Laplace' a;
znajduje wielowymiarowa odwrotng
transformate Laplace' a.
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I 6. Rownania rézniczkowe

6.1. Instrukcja DSolve

In[308]:=
Clear["Global ™ *"]

Do rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych mozemy wykorzysta¢ instrukcj¢ DSolve.

DSolve[réwnanie, y[x], x] podaje rozwigzanie rownania rézniczkowego ze w zgleduna y [X],
przyjmujac x jako zmienna niezalezna;
DSolve [rbéwnanie, y, x] rozwigzanie jest podawane w postaci funkcji prymitywnej;
DSolve [rdéwnania, {yl, y2, ...}, x] podaje rozwigzanie uktadu rownan rézniczkowych.

Musimy wyraznie zaznaczy¢, ktéra zmienna jest zalezna, a ktora niezalezna. Jesli y jest zalezne od x, to réwnanie
piszemy w postaci: y"[x] + y'[x] == y[x], nie wystarczy napisa¢ tylko y" + y' == y. Pierwsze dwie przedstawione powyzej
postacie instrukcji DSolve roznig si¢ zapisem policzonego wyniku. Pierwsza podaje podstawienie za symbol y[x]
(v[x] -» ...) o jawnie okreslonym argumencie, natomiast druga podaje podstawienie za symbol y (y — ...), ktéremu jest
przyporzadkowana funkcja prymitywna postaci Function[{argument},wz6r] lub w drugiej dopuszczalnej formie,

w ktorej argument jest oznaczany symbolem #, a sama funkcje konczy symbol &. Drugi sposob jest wygodny, gdy
wynik chcemy podstawiaé do wyrazen zawierajacych nie tylko funkcje y[x], ale takze jej pochodne, wartosci dla
konkretnego argumentu, itp. Zobaczmy na przyktadzie réznice pomiedzy obu postaciami omawianej instrukcji.

Rozwigzmy réwnanie rézniczkowe y' (x) = 5 y(x) (¢ jest stata, ktora mozemy wyznaczy¢ z warunku poczatkowego).
In[309]:=
DSolve[y'[x] ==5*y[x],y[x],x]

Out[309]=

{{yIx] » e°*c1}}
Jesli podamy warunek poczatkowy, to w rozwiazaniu nie bgdzie nieokreslone;j stalej ¢;.
In[310]:=

rl =DSolve[{y'[x] ==5%y[x],y[0] ==1},y[x],x]

Out[310]=

{{yix1-e>}}
Rozwigzmy to samo réwnanie przy pomocy drugiej wersji instrukcji DSolve.
In[311]:=
r2 =DSolve[ {y'[x] ==5%y[x],y[0] ==1},y, X]

out[311]=
{{y - Function[ {x}, e°*]}}

Podstawmy otrzymane rozwigzania do nowego wyrazenia.
In[312]:=
y"[x] =5y[x] =y[0] /.r1[1]

Out[312]=
56> -y[0] +y"[x]
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In[313]:=
y'"[x] =5y[x] =y[0] /.r2[1]
out[313]=
~1+20e°*
Zgodnie z wezesniejszym opisem, w pierwszym przypadku symbole y"[x] i y[0] nie ulegly zmianie.

Znalezione rozwigzanie rownania rézniczkowego mozemy wykresli¢ (w obu przypadkach postgpujemy tak samo).

o Plot[y[x] /.r1l1], {x,0,0.5}, PlotStyle » {Red}, ImageSize - 250]
Out[314]=
12
10
8
6
4
2
Ofl 0?2 0?3 of4 0:5
In[315]:=
Plot[r1[1,1, 2], {x, 0,0.5}, PlotStyle » {Red}, ImageSize » 250]
Out[315]=

12

10

8

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

5.2. Instrukcja NDSolve

In[316]:=
Clear["Global™ *"]

Wiemy juz, jak symbolicznie rozwiaza¢ réwnanie rozniczkowe. Poznamy obecnie metod¢ uzyskania numerycznej
wartoSci takiego rozwigzania.

NDSolve [rdéwnanie, v, {X, Xmins Xmax} ] numeryczne rozwigzanie réwnania rézniczkowego
ze wzgledu nay, ze zmienna niezalezng x
z przedziatu [ Xmin, Xmax ] ;
NDSolve[rdéwnania, {yi, V2, ---}, {X, Xnin, Xmax}] NUmMerycznerozwigzanie uktaduréwnan rézniczkowych
zewzgledu nayj, ze zmienna niezalezng x

z przedziatu [Xmin, Xmax ] -

Instrukcja NDSolve obliczone przyblizone rozwigzanie réwnania rézniczkowego przedstawia przy pomocy funkcji

aproksymacji (jako obiekt typu InterpolatingFunction). Znajdzmy liczbowa warto§¢ rozwiazania réwnania
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' (x) = sin(y(x)), z warunkiem poczatkowym y(0) = 1, w punkcie x = 2. Zadanie to rozwigzemy w dwoch krokach.
W pierwszym znajdziemy funkcje¢ aproksymacji, natomiast w drugim, wartos¢ tej funkcji w interesujacym nas punkcie.
In[317]:=
rozl = NDSolve [ {y'[x] ==Sin[y[x]],y[0] ==1},y, {x,0,4}]
out[317]=

{{y - InterpolatingFunction [ Pomain: {0, 4} ]}}

Output: scalar

In[318]:=

y[2] /.rozl[1]
Out[318]=

2.65591

Wykreslmy otrzymane rozwiazanie.

In[319]:=
Plot[Evaluate[y[x] /.rozl], {x, 0,3}, PlotStyle » {Red}, ImageSize » 250]

Out[319]=
3.0F

251

20

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Powyzej widzielismy, w jaki sposob odczytywa¢ wartosci liczbowe rozwiazania oraz jak rozwigzanie przedstawic¢
graficznie.

y[x] /. rozwiazanie wykorzystanie otrzymanych wzoréw nay,
dla obliczenia wartosci liczbowejy [x];
Plot[Evaluate[y[x] /. rozwiazanie], {X, Xpin, Xmax}] SPOrzadzeniewykresurozwigzaniaréwnania

rézniczkowego.

Podobnie postgpujemy w przypadku uktadu réwnan rézniczkowych.

In[320]:=
roz2 = NDSolve [ {y'[x] ==-32z[x],z"[x] ==y[x] +4,y[0] ==1,2[0] ==0}, {y, z}, {x,0,10}]
Out[320]=

{{y - InterpolatingFunction[ Pomain: {0 101 ],

Output: scalar

z - InterpolatingFu nction[ Pomain: {{0. 10.1 ]}}

Output: scalar

Obliczmy warto$¢ znalezionych funkcji w punkcie 1.



Mathematica - podstawowe instrukcje 155

In[321]:=

{y[51,2z[5]} /.roz2[1]
Out[321]=

{-7.60856, 1.99819}

Wykreslmy takze otrzymane rozwiazania (funkcj¢ y wykreslimy kolorem czerwonym, a funkcj¢ z kolorem niebieskim).
In[322]:=
Plot[Evaluate[ {y[x],z[x]} /.roz2], {x,0,10},
PlotStyle » { {Thickness[0.008], Red}, {Thickness[0.008], Blue} }, ImageSize » 250]

Out[322]=

Zobaczmy efekt bez zastosowania instrukcji Evaluate.
In[323]:=
Plot[ {y[x],z[x]} /.roz2, {x 0,10},
PlotStyle » { {Thickness[0.008], Red}, {Thickness[0.008], Blue} }, ImageSize » 250]

Out[323]=

W tym przypadku Mathematica potraktowala wprowadzone wyrazenie jako jedna funkcje. Dlatego tez zastosowala
instrukcje tylko z pierwszego nawiasu. Zeby wyraZenie zostato potraktowane jako dwie funkcje, musimy wykonaé
osobne podstawienia za funkcje y oraz z.
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In[324]:=
Plot[ {y[x] /.roz2,z[x] /.roz2}, {x,0,10},

PlotStyle » { {Thickness[0.008], Red}, {Thickness[0.008], Blue} }, ImageSize » 250]

Out[324]=

6.3. Przyktady zastosowan rownan rézniczkowych zwyczajnych

In[325]:=
Clear["Global™ *"]

6.3.1. Stygniegcie ciat

Rozpatrzmy zagadnienie, w ktorym ciato o temperaturze 7, zostaje umieszczone w otoczeniu, ktorego temperatura 7T,
jest stata i nizsza od temperatury ciata. Zaczynajac od tego momentu ciato stygnie. W przedziale (¢, ¢ + A ¢) dodatniemu
przyrostowi czasu (A ¢) odpowiada ujemny przyrost temperatury ciata (A 7'). Stosunek tych dwoch przyrostow (% ) jest
$rednia predkos$cia zmiany temperatury w rozwazanym przedziale czasu, natomiast granica tego ilorazu, przy At - 0,
jest predkoscia stygniecia w chwili ¢. Zgodnie z prawem Newtona predkos¢ ta jest proporcjonalna do réznicy
temperatury ciala i otoczenia:

dT A )

— =-A(T-To),

dr °
gdzie A > 0. Jesli rownanie uzupelnimy warunkiem poczatkowym 7(0) = T}, to otrzymamy zagadnienie poczatkowe
okreslajace przebieg stygnigcia ciata.

Rozwiazmy powyzsze zagadnienie poczatkowe.
In[326]:=
roz = DSolve[ {T'[t] ===A % (T[t] =To),T[0] ==Tp}, T[t],t]

Out[326]=
{{Titl » e (-To+e"" To+Tp)}}

Zdefiniujmy funkcje bedaca rozwigzaniem omawianego zagadnienia.

In[327]:=

temp[t_,A_,To_,Tp_] =rozll,1,2]
out[327]=

e (-To+e'"" To+Tp)

W funkcji tej oprécz czasu, temperatury otoczenia oraz temperatury poczatkowej ciala wystepuje jeszcze stata
proporcjonalno$ci A. Wyliczymy ja dla przypadku, gdy ciato o temperaturze 100 °C umieszczono w §rodowisku, ktorego
temperatura wynosi 20 °C, przy zatozeniu, Ze po minucie temperatura ciata spadta o 10 stopni.
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In[328]:=

w = FindRoot [temp [60, A, 20, 100] ==90, {A,0} ]
Out[328]=

{A - 0.00222552}

In[329]:=
Al = wl1, 2]

out[329]=
0.00222552

Wykreslimy teraz krzywa bedaca rozwigzaniem omawianego zagadnienia.

In[330]:=
Plot[temp[t, A1, 20,100], {t, 0,2000}, PlotRange » {0, 100},

PlotStyle - {RGBColor[1,0,0] }, ImageSize » 250]
Out[330]=
100
80
60}

40

20
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Widzimy, ze temperatura ciala dazy do temperatury otoczenia. Sprawdzmy po jakim czasie cialo bedzie miato
temperature 30 °C.

In[331]:=

rl = FindRoot[temp [t, A1, 20,100] ==30, {t,500} ]
Out[331]=

{t>934.361}

Zamienmy sekundy na minuty.

In[332]:=
rif1, 2]
60
Out[332]=
15.5727

Sprawdzmy takze, ile czasu potrzeba, aby cialo ostyglto do 21 °C.
In[333]:=
r2 = FindRoot[temp [t, A1, 20,100] ==21, {t,500} ]

Out[333]=
{t - 1968.99}
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In[334]:=
r2[1, 2]
60
Out[334]=
32.8165

6.3.2. Drgania mechaniczne ttumione
Na ciato o masie m dziata sita sprezystosci S, ktora jest proporcjonalna do wychylenia ciata z potozenia rownowagi, ale
jej zwrot jest przeciwny do zwrotu tego wychylenia:
S=-5X,
gdzie s jest dodatnig stalg proporcjonalno$ci. Na ciato dziata rowniez sita ttumiaca T proporcjonalna do predkosci ciata,
ale skierowana przeciwnie do niej:
dx
T=-k—,
dt
gdzie k jest stala dodatnia. Wykorzystujac prawo Newtona, mozemy napisac:
d?x
m—=T+S.
dt?

Wstawiajac do ostatniego wzoru poprzednie zaleznosci, otrzymamy réwnanie prostoliniowego ruchu ciata o masie m,
poruszajacego si¢ pod dziataniem sit S'i 7"

d?x  dx
m—+k— +sx=0.
dt? dt

Otrzymali$my wiec rownanie rézniczkowe drugiego rzgdu jednorodne liniowe o statych wspotczynnikach.

Napiszemy funkcje, ktéra bedzie znajdowaé rozwiazanie réwnania (t jest symbolem zmiennej niezaleznej, jaka zostanie
wykorzystana w zapisie rozwigzania).

In[335]:=
drgania[m_,k_,s_,t_Symbol ] := Module[ {wynik},
wynik = DSolve[m x"[t] +k xX'[t] +sx[t] ==0,x[t],t];
Return[wynik[1, 1,217 ]
Poszukajmy rozwiazania dla wybranych wartosci statych m, k i s.
In[336]:=
drgania[1l,2,5,t]

Out[336]=
e tc,Cos[2t] +ete;Sin[21]

Uzyskane w rozwiazaniu state ¢; i ¢; mozemy wyliczy¢, podajac potozenie oraz predkos¢ ciala w chwili poczatkowe;.
Napiszmy druga funkcje uwzgledniajaca warunki poczatkowe.

In[337]:=
drgania2[m_,k_,s_,x0_,v0_,t_Symbol ] := Module[ {wynik},
wynik = DSolve[ {m x"[t] +k xX'[t] +sx[t] ==0,x[0] ==x0,x"'[0] ==vO }, x[t],t];
Return[wynik[1, 1,217 ]

Znajdzmy rownanie drogi ciata dla takich samych jak poprzednio statych i przy zalozeniu, ze w chwili poczatkowej
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znajduje si¢ w punkcie réwnowagi, a jego predkos¢ jest rowna 1 %
In[338]:=
pl =drgania2[1,2,5,0,1,t]

Out[338]=

1
—e'Sin[2t]
2

Wykreslmy otrzymane rozwiazanie.
In[339]:=
Plot[pl, {t,0,6}, PlotStyle » {RGBColor[1,0,0] },
PlotRange - All, AxesLabel » {"t","x"}, ImageSize » 250]

Out[339]=
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6.4. Wykorzystanie przeksztatcenia Laplace’a
In[340]:=

Clear["Global™ *"]

Omoéwimy teraz wykorzystanie przeksztalcenia Laplace’a do rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych.
Stosujac t¢ metode, najpierw zamieniamy przy pomocy przeksztalcenia Laplace'a rownanie rézniczkowe na réwnanie
algebraiczne, ktore jako niewiadoma zawiera transformat¢ Laplace’a szukanej funkcji. Rozwiazujac nastgpnie uzyskane
rOwnanie algebraiczne, znajdujemy transformat¢ Laplace’a szukanej funkcji. Na koniec przy pomocy odwrotnej
transformaty Laplace’a znajdujemy szukana funkcje, bedaca rozwiazaniem wyj$ciowego rownania rézniczkowego.

6.4.1. Przyktad 1
Na poczatku zdefiniujmy rozwigzywane réwnanie.
In[341]:=
rownanie=D[y[t], {t,2}] +2%y[t] ==Cos[t]

Out[341]=
2y[t] +y”[t] ==Cos[t]

Zastosujmy przeksztatcenie Laplace'a do naszego rownania.

In[342]:=
tl = LaplaceTransform [rownanie, t, s ]

Out[342]=

2 LaplaceTransform [y [t], t,s] + s LaplaceTransform [y[t],t,s] =sy[0] =y [0] == .
1+s
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Rozwiazmy otrzymane réwnanie algebraiczne ze wzgledu na transformate Laplace'a funkcji y.

In[343]:=
ra = Solve [tl, LaplaceTransform [y [t],t,s] ]

Out[343]=

s+sy[0] +s®y[0] +y [0] +szy’[0]}}

LaplaceTransform[y[t],t,s] =
{{ (l+52)(2+52)

Na koniec wystarczy znalez¢ odwrotng transformate Laplace'a.

In[344]:=
roz = InverseLaplaceTransform [rajy 15, S, t]

Out[344]=

%(ZCOS[t] -2Cos[ 2 t] +2Cos[ V2 t]y[0] + y2 sin[ ¥2 t] y' [0] )

Sprawdzmy poprawno$¢ wyniku.
In[345]:=
D[roz, {t,2}] +2xroz==Cos|[t]

Out[345]=

2Cos[t] -2cOs[«Et] +2Cos[«5t]y[0] + «Esm[«ﬁt]y'w] +

%(—ZCOS[t] +4Cos[ Y2 t]-4Cos[ V2 t]y[0] -2 2 Sin[ y2 t]y [0]) == Cos]]

In[346]:=

Simplify [%]
Out[346]=

True

6.4.2. Przyktad 2

Korzystajac z przeksztatcenia Laplace'a, mozemy takze rozwiazywac uktady rownan rézniczkowych zwyczajnych.

Rozwigzemy uktad rownan rézniczkowych postaci:

x"' () = x(¢) + y(@)
y'() =x)+y@) +t

z warunkiem x (0) =01 y(0) = 0.

Wprowadzimy krotkie oznaczenia na transformaty szukanych funkcji.

In[347]:=
x /:LaplaceTransform[x[t], t,s] = ltx;

y /:LaplaceTransform[y[t],t,s] = lty;

Policzmy transformaty obu réwnan rozwiazywanego uktadu.
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In[349]:=

rl = LaplaceTransform [x'[t] ==x[t] +y[t],t,s] /. {x[0] - 0,y[0] -0}

Out[349]=
ltx s == ltx + Ity

In[350]:=

r2 = LaplaceTransform [y'[t] ==x[t] +y[t] +t,t,s] /. {x[0] - 0,y[0] -0}

Out[350]=
1
ltys==ltx + lty + —
SZ

W celu znalezienia transformat szukanych funkcji musimy rozwiaza¢ uktad réwnan.

In[351]:=
roz = Solve [ {rl,r2}, {ltx, lty}]

Out[351]=
1 1-5s
ffios—t a2 )
(-2+5s) s° (-2+5s) s°

Wyznaczajac transformaty odwrotne, otrzymamy szukane funkcje.

In[352]:=
xf = InverseLaplaceTransform [rozy; 15, S, t]

Out[352]=

(-l+e’'-2t-2t%)

<IN

In[353]:=

yf = InverseLaplaceTransform [roz; 5 5, S, t]
Out[353]=

1 2t 2

—(-l+e*'-2t+2t%)

8

Sprawdzmy poprawno$¢ wyniku.
In[354]:=
{D[xf,t] ==xf+yf, D[yf, t] ==xf+yf+t} / |/ Simplify

Out[354]=
{True, True}

In[355]:=

{xf,yf} /. {t>0}
Out[355]=

{0,0}



